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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß
R ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
C ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
N ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Z ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë
Z+ ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
C+ fz 2 C : Im z > 0g
C  fz 2 C : Im z < 0g
D fz 2 C : jzj < 1g
T fz 2 C : jzj = 1g
De fz 2 C : jzj > 1g
Te fz 2 C : jzj 6= 1g
Re fz 2 C : Im z 6= 0g
Rd âåùåñòâåííîå d-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, d 2
N
k 2 j;  îçíà÷àåò, ÷òî k 2 Z+: j  k  , åñëè  < 1; èëè
k 2 Z+: k  j, åñëè  =1
CKN ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà (K 
N), K;N 2 N
CNN ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö èç CNN ,
N 2 N
IN åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (N N), N 2 N
CT òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû C 2 (K 
N), K;N 2 N
C ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû C 2 (K  N),
K;N 2 N
 òà èç ïîëóïëîñêîñòåé C+ è C , êîòîðàÿ ñîäåðæèò
òî÷êó  2 Re
" fz 2  : " < j arg zj <    "g; 0 < " < 2 ,  2 Re
B(M) ìíîæåñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
M , ïðèíàäëåæàùåãî C èëè Rd, d 2 N
P ìíîæåñòâî âñåõ ñêàëÿðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè
card(M) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâàM ñ êî-
íå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ
S(D;N;N 0) êëàññ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D  C îïåðà-
òîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé F (z), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñóòü
ëèíåéíûå íåðàñòÿãèâàþùèå îïåðàòîðû, îòîáðàæàþ-
ùèå âñå N â N 0, ãäå N è N 0  íåêîòîðûå ãèëüáåðòîâû
ïðîñòðàíñòâà.
Âñå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ ñåïàðàáåëüíûìè, à îïåðàòîðû â íèõ
 ëèíåéíûìè. Åñëè H  ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî
4
(; )H ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H
k  kH íîðìà â H
M çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M  H ïî íîðìå H
LinM ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà M  H
spanM çàìêíóòàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà M  H
EH åäèíè÷íûé îïåðàòîð â H, ò. å. EHx = x, 8x 2 H
OH íóëåâîé îïåðàòîð â H, ò. å. 0Hx = 0, 8x 2 H
oH îïåðàòîð â H ñ D(oH) = f0g, oH0 = 0
PH1 = P
H
H1
îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî H1 â H
Ïðè ýòîì èíäåêñû ìîãóò îïóñêàòüñÿ â î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿõ. Åñëè A  ëèíåéíûé îïåðàòîð
â H, òî
D(A) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A
R(A) îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà A
KerA fx 2 H : Ax = 0g (ÿäðî îïåðàòîðà A)
A ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, åñëè òàêîâîé ñóùåñòâóåò
A 1 îáðàòíûé îïåðàòîð, åñëè îïåðàòîð îáðàòèì
A çàìûêàíèå îïåðàòîðà A, åñëè A äîïóñêàåò çàìûêàíèå
AjM ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà ìíîæåñòâî M  H
r(A) ìíîæåñòâî òî÷åê ðåãóëÿðíîãî òèïà îïåðàòîðà A
kAk íîðìà îïåðàòîðà A, åñëè îí îãðàíè÷åí
w:  lim ïðåäåë â ñìûñëå ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè
s:  lim ïðåäåë â ñìûñëå ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè
u:  lim ïðåäåë â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëî-
ãèè
Â ñëó÷àå, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì:
M =M(A) (EH   A)D(A), ãäå  2 C
N = N(A) H 	M , ãäå  2 C
M1 =M1(A) R(A)
N1 = N1(A) H 	R(A)
R = R(V ) (EH   V ) 1,  2 CnT
Â ñëó÷àå, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì (íå îáÿçàòåëüíî
ïëîòíî çàäàííûì):
Mz =Mz(A) (A  zEH)D(A), ãäå z 2 C
Nz = Nz(A) H 	Mz, ãäå z 2 C
Rz = Rz(A) (A  zEH) 1, z 2 CnR
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Ïðåäèñëîâèå
Èíòåðïîëÿöèîííûì çàäà÷àì àíàëèçà ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ñëåäóåò óïîìÿ-
íóòü êíèãè [37], [47], [48], [58], [45], [59], [49], [50], è êíèãè ïî ïðîáëåìàì ìîìåíòîâ, êîòîðûì
óäåëÿåòñÿ îòäåëüíîå âíèìàíèå [1], [2], [3], [24], [60]. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå
îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà ê ðàçëè÷íûì ìàòðè÷íûì ïðîáëåìàì ìîìåíòîâ. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå
îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà ïîÿâèëñÿ â ðàáîòàõ Ì. À. Íàéìàðêà.
Ïîëüçóÿñü ñâîèìè èññëåäîâàíèÿìè ïî ñïåêòðàëüíûì ôóíêöèÿì ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ, Ì. À. Íàéìàðê îïèñàë ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (â íåâûðîæäåííîì
ñëó÷àå) â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé ßêîáè [27, ñ.
303305]. Äàëåå äëÿ îïåðàòîðîâ ñ èíäåêñîì äåôåêòà (1; 1) Ì. À. Íàéìàðê ïðåäëîæèë îïèñà-
íèå îáîáùåííûõ ðåçîëüâåíò (à çíà÷èò, è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé), óäîáíîå
äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé. Â êà÷åñòâå îäíîãî òàêîãî ïðèìåíåíèÿ áûëà ïîëó÷åíà ôîð-
ìóëà Íåâàíëèííû äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ ðåøåíèé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ [28, ñ. 292294]. Îïåðà-
òîðíûé ïîäõîä ðàçâèâàëñÿ Ì. Ã. Êðåéíîì è Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèì â [23] ñ èñïîëüçîâàíèåì
èäåé Ì. Ã. Êðåéíà 19461948 ãã. [19], [22]. Ïîçäíåå âîçíèêëè ðàçëè÷íûå âèäîèçìåíåíèÿ è
ìîäèôèêàöèè îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà. Ìàòðè÷íûå è îïåðàòîðíûå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ ñ ïî-
ìîùüþ îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà èçó÷àëèñü Â. Ì. Àäàìÿíîì, Å. Ë. Àëåêñàíäðîâûì, Ò. Àíäî,
Þ. Ì. Áåðåçàíñêèì, Í. Å. Äóäêèíûì, Â. Ã. Åðøîâûì, Ã. Ì. Èëüìóøêèíûì, Î. Ò. Èíèíûì,
Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèì, Ì. Ã. Êðåéíîì, Ë. Í. Ëóêñ, Ê. Ê. Ñèìîíîâûì, È. Ì. Òêà÷åíêî,
À. Á. Òóðèöûíûì, À. ß. Õåéôåöîì è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè (ñì., íàïðèìåð, [34], [35], [36],
[11], [39], [6], [10], [13], [54], [23], [20], [21], [25], [61], [62], [12]). Îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê îïå-
ðàòîðíîé çàäà÷å Íåâàíëèííû-Ïèêà áûë ïðåäëîæåí Á. Ñåêåôàëüâè-Íàäåì è À. Êîðàíüè â
ðàáîòàõ [66], [67]. Îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê ìíîãîìåðíîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ è êîìïëåêñíîé
ïðîáëåìå ìîìåíòîâ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [52], [56].
Äëÿ ñêàëÿðíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ âûðîæäåíèå èíôîðìàöèîííîãî áëîêà, êàê ïðà-
âèëî, âåäåò ê îïðåäåëåííîñòè çàäà÷è (ò. å. ê åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ). Îáû÷íî â ýòîì ñëó÷àå
ëåãêî íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå. Äåòàëüíîå èçó÷åíèå ìàòðè÷íûõ èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ çàäà÷ âíà÷àëå ïðîâîäèëîñü äëÿ íåîïðåäåëåííîãî (â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà äàííûõ
 âïîëíå íåîïðåäåëåííîãî) ñëó÷àÿ, êîòîðûé áëèçîê ê íåâûðîæäåííîìó ñëó÷àþ ñêàëÿðíûõ
èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷. Ïåðâûå èäåè îòíîñèòåëüíî îïèñàíèÿ âñåõ ðåøåíèé äëÿ îáùåãî ñëó-
÷àÿ ìàòðè÷íûõ è îïåðàòîðíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ [10, ñ. 7778],
[46]. Äåòàëüíîå èçó÷åíèå âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ ìàòðè÷íîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è Øóðà
áûëî ïðîâåäåíî Â. Ê. Äóáîâûì â ðàáîòå [4]. Ïîçäíåå äðóãèå ìåòîäû èçó÷åíèÿ âûðîæäåííûõ
ñëó÷àåâ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ ïðåäëàãàëèñü â ðàáîòàõ [38], [42], [54], [34], [41], [43], [44], è
â óïîìèíàâøèõñÿ âûøå êíèãàõ [48], [59].
Ðàññìàòðèâàåìûé íàìè îïåðàòîðíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåííî âû-
ðîæäåííûé è íåâûðîæäåííûé ñëó÷àè çàäàííîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ. Â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ
èíôîðìàöèîííîãî áëîêà ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è íå âêëþ÷àåò äîïîëíèòåëüíûõ øàãîâ è
â ñóùíîñòè ñîñòîèò â ñòàíäàðòíîì ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî
äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, âîçíèêàþùåãî â ôîðìóëå íåâàíëèííîâñêîãî òèïà, ÿâíî
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çàäàííûå èíòåðïîëÿöèîííûå äàííûå.
Â ïàðàãðàôå 1 îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè èçó÷åíèè ïðîáëåì ìîìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ îáîá-
ùåííûå ðåçîëüâåíòû èçîìåòðè÷åñêèõ è ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Åñëè â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàí çàìêíóòûé èçîìåòðè÷å-
ñêèé (ñèììåòðè÷åñêèé) îïåðàòîð A, è B  A ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ñàìîñî-
ïðÿæåííûì) ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå G  H, òî
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îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
Rz(A) = Ru;z(A) = P
G
H (EG   zB) 1; z 2 Te
(ñîîòâåòñòâåííî,
Rz(A) = Rs;z(A) = P
G
H (B   zEG) 1; z 2 Re)
íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòîé èçîìåòðè÷åñêîãî (ñîîòâåòñòâåííî, ñèììåòðè÷åñêî-
ãî) îïåðàòîðà A. Ïóñòü fEtg ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû óíèòàðíîãî
(ñîîòâåòñòâåííî, ñàìîñîïðÿæåííîãî) îïåðàòîðà B. Ôóíêöèÿ
Et = P
G
HEt;
ãäå t 2 [0; 2] (ñîîòâåòñòâåííî, t 2 R) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé èçîìåòðè÷åñêîãî
(ñîîòâåòñòâåííî, ñèììåòðè÷åñêîãî) îïåðàòîðà A. Ïóñòü òàêæå E() ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëü-
íîé ìåðîé óíèòàðíîãî (ñîîòâåòñòâåííî, ñàìîñîïðÿæåííîãî) îïåðàòîðà B. Òîãäà ñëåäóþùàÿ
ôóíêöèÿ:
E() = PGHE();
ãäå  2 B(T) (ñîîòâåòñòâåííî,  2 B(R)) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðîé èçîìåòðè÷åñêîãî
(ñîîòâåòñòâåííî, ñèììåòðè÷åñêîãî) îïåðàòîðà A. Èç ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà
A ñëåäóåò, ÷òî îáîáùåííûå ðåçîëüâåíòû è ñïåêòðàëüíûå ìåðû (ëèáî íåïðåðûâíûå ñëåâà
ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ ñëó÷àÿ èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A âûïîëíåíî:
(Rz(A)f; g)H =
Z
T
1
1  zud(E()f; g)H =
Z 2
0
1
1  zeitd(Etf; g)H ; 8f; g 2 H: (1)
Äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
(Rz(A)f; g)H =
Z
R
1
t  z d(E()f; g)H =
Z
R
1
t  z d(Etf; g)H ; 8f; g 2 H: (2)
Ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ òåñíî ñâÿçàíû ñî ñïåêòðàëüíûìè ôóíêöèÿìè íåêîòîðî-
ãî èçîìåòðè÷åñêîãî ëèáî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé îòâå÷àåò çàäà÷å. Ïðè ýòîì
îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë Øòðàóñà è ×óìàêèíà, äàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå
îïèñàíèå îáîáùåííûõ ðåçîëüâåíò, ñì. [33], [29], [32]. Äëÿ çàìêíóòîãî èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðà-
òîðà A ôîðìóëà
Rz(A) = [EH   z(A Fz)] 1 ; z 2 D; (3)
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè ôóíêöèÿìè Fz ïðèíàäëåæà-
ùèìè S(D;N0(A); N1(A)) è âñåìè îáîáùåííûìè ðåçîëüâåíòàìè îïåðàòîðà A.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé çàìêíóòîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ïëîòíî çàäàííîãî îïåðàòîðà A â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî  2 Re. Ïóñòü C  ïðîèçâîëü-
íûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé N(A) â N(A). Äëÿ
g = f + C    ; f 2 D(A);  2 N(A) (4)
ïîëàãàåì
ACg = Af + C    : (5)
Îïåðàòîð AC íàçûâàåòñÿ êâàçèñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà A, îïðåäåëÿåìûì
îïåðàòîðîì C.
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 0 2 Re. Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A ôîðìóëà
Rs; =
8<:
 
AF ()   EH
 1
;  2 0
AF ()   EH
 1
;  2 0
; (6)
ãäå F () 2 S(0 ;N0 ;N0) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññîìS(0 ;N0 ;N0) è îáîáùåííûìè ðåçîëüâåíòàìè îïåðàòîðà A.
Ôîðìóëà (6) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Øòðàóñà îáîáùåííûõ ðåçîëüâåíò, à ôîðìóëà (3) 
ôîðìóëîé ×óìàêèíà îáîáùåííûõ ðåçîëüâåíò. Ýòè ôîðìóëû áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè èññëå-
äîâàíèè ðàçëè÷íûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷.
Êîíå÷íî, âîçìîæíîñòè îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà íå èñ÷åðïûâàþòñÿ îïèñàííûìè â òåêñòå èí-
òåðïîëÿöèîííûìè çàäà÷àìè. Íàøåé ãëàâíîé öåëüþ áûëî èçëîæèòü èäåè, êîòîðûå ëåæàò â
îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷. Ïîñëå ýòîãî ïåðåíåñåíèå ýòèõ èäåé íà äðóãèå èíòåðïîëÿöèîííûå çà-
äà÷è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå òðåáóåò áîëüøèõ óñèëèé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ðàçíîâèäíîñòè çàäà÷, ïðèìåíåíèå îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà
ê êîòîðûì åùå òðåáóåò èçó÷åíèÿ. Íàïðèìåð, çäåñü ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð L-ïðîáëåì ìî-
ìåíòîâ [2], [24], êîòîðûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçó÷àþòñÿ Â. È. Êîðîáîâûì, Ã. Ì. Ñêëÿðîì è
èõ ïîñëåäîâàòåëÿìè, ñì., íàïðèìåð, [15], [16], [17], [53], [18], [63].
Â òåêñòå ìû ñòàðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü ëèøü èçâåñòíûå èç êëàññè÷åñêèõ ó÷åáíèêîâ è ìî-
íîãðàôèé ðåçóëüòàòû. Èñòîðè÷åñêèå ïðèìå÷àíèÿ, à òàêæå ïåðå÷åíü ôîðìàëüíûõ ññûëîê íà
àâòîðñòâî ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ áóäóò ïðèâåäåíû â ðàçäåëå ¾Áèáëèîãðàôè÷åñêèå ïðè-
ìå÷àíèÿ¿.
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1. Ìàòðè÷íûå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ
1.1. Ïðîñòðàíñòâî L2(M)
Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ìàòðè÷íûõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ áóäåò ÷àñòî
èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòðàíñòâî L2(M), ãäå M  íåêîòîðàÿ íåóáûâàþùàÿ ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ. Ìû íàïîìíèì îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîäîáíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî 
. Ïóñòü B  íåêîòîðàÿ -àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà 
 òàêàÿ, ÷òî 
 2 B. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Ôóíêöèÿ
M(B), çàäàííàÿ íà -àëãåáðå B è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â CNN , íàçûâàåòñÿ (êîíå÷íîé)
CNN -çíà÷íîé ìåðîé (ìàòðè÷íîé ìåðîé) íà (
;B), åñëè M(B) ñ÷åòíî-àääèòèâíà. Ïîä
ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòüþ ìàòðè÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè M(B) = (mk;l(B))
N 1
k;l=0 ïîíèìàåòñÿ ñ÷åò-
íàÿ àääèòèâíîñòü êàæäîé ñêàëÿðíîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèè mk;l:
mk;l
 1[
j=1
Bj
!
=
1X
j=1
mk;l(Bj)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Bj èç B. Â òàêîì ñëó÷àå êàæäàÿ
ôóíêöèÿ mk;l ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé êîìïëåêñíîé ìåðîé íà -àëãåáðå B. Ïðè ýòîì mk;k ÿâëÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíîé ìåðîé íà B, 0  k  N   1. Ïîñðåäñòâîì  = M îáîçíà÷èì ñëåäóþùóþ
íåîòðèöàòåëüíóþ ìåðó:
M(B) =
N 1X
k=0
mk;k(B); B 2 B:
Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ìàòðèöûM(B) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî B 2 B, ðàññìàòðèâàÿ åå ìèíîð,
ñòîÿùèé â k-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå, ìû ïîëó÷àåì:
jmk;j(B)j  mk;k(B)mj;j(B); B 2 B:
Ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà mk;j ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû M . Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òåîðåìîé ÐàäîíàÍèêîäèìà ìû ìîæåì çàïèñàòü:
mk;j(B) =
Z
B
(mk;j)
0
 (!)d;
ãäå (mk;j)0  ïðîèçâîäíàÿ ÐàäîíàÍèêîäèìà ìåðû mk;l îòíîñèòåëüíî ìåðû  . Îáîçíà÷èì
M 0 =M
0
 (!) = ((mk;j)
0
 (!))
N 1
k;j=0 :
Ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ M 0 çàäàíà  -ï.â. (ïî÷òè âñþäó) íà ìíîæåñòâå 
, è íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîäíîé ÐàäîíàÍèêîäèìà ìàòðè÷íîé ìåðû M . Â òåõ òî÷êàõ èç 
, ãäå M 0 íå
çàäàíà, ìû ïîëîæèì åå ðàâíîé íóëåâîé ìàòðèöå.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ F (!) = (fk;l(!))0kK 1; 0lN 1, çàäàííóþ íà ìíî-
æåñòâå 
 è ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ â CKN ,K 2 N. Ôóíêöèÿ F (!) íàçûâàåòñÿ B-èçìåðèìîé,
åñëè êàæäàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ fk;l(!) B-èçìåðèìà. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ
(íåîòðèöàòåëüíàÿ) -àääèòèâíàÿ ìåðà  íà -àëãåáðå B. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ F (!) íàçû-
âàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî ìåðå , åñëè êàæäàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ fk;l(!) ÿâëÿåòñÿ èíòå-
ãðèðóåìîé ïî ìåðå  (â ñìûñëå Ëåáåãà). Ïðè ýòîì ïîä èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè F (!) ïî ìåðå
 ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:Z


F (!)d =
Z


fk;ld

0kK 1; 0lN 1
:
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Åñëè A 2 B, òî ÷åðåç A(!) áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A:
A(!) =

1 ! 2 A
0 ! =2 A :
ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ A(!)F (!) ÿâëÿåòñÿ B-èçìåðèìîé. Ïîä èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè F (!)
îòíîñèòåëüíî ìåðû  ïî ìíîæåñòâó A ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:Z
A
F (!)d =
Z


A(!)F (!)d:
Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè âûøå îïðåäåëåíèÿìè, ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà
Íèêîäèìà M 0 ÿâëÿåòñÿ B-èçìåðèìîé è èíòåãðèðóåìîé ïî ìåðå M . Ïðè ýòîìZ
B
M 0 (!)d =M(B); B 2 B:
Ïðîâåðèì, ÷òî
0 M 0 (!)  IN (7)
äëÿ  -ï.â. ! èç 
. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò (N -ìåðíûé êîìïëåêñ-
íûé âåêòîð) x = (x0; x1; :::; xN 1)T 2 CN1. Åñëè y = (y0; y1; :::; yN 1)T 2 CN1, òî îáîçíà÷àåì
(x; y) = (x; y)CN1 =
PN 1
j=0 xjyj. Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ìåðó:
mx(A) :=
Z
A
(M 0x; x)dM =
Z
A
N 1X
k;j=0
(mk;j)
0
xjxkd
=
N 1X
k;j=0
mk;j(A)xjxk = (M(A)x; x)  0; x 2 CN1; A 2 B:
Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ìåðà mx àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñè-
òåëüíî ìåðû  . Ïðè ýòîì (M 0x; x) ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé ÐàäîíàÍèêîäèìà,
è, çíà÷èò,  -ï.â. íåîòðèöàòåëüíà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé ìàò-
ðèöû H 2 CNN âûïîëíåíî:
(Hx; x)  max(x; x) 
N 1X
k=0
k(x; x) = t(H)(x; x);
ãäå k  ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ H, max  ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå H, è t(H) 
ñëåä H. Çíà÷èò,
0  H  t(H)IN ; H 2 CNN :
Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ìåðó:
m1x(A) :=
Z
A
((IN  M 0 )x; x)d =
Z
A
(x; x)dM  
Z
A
(M 0x; x)d
= (A)(x; x)  (M(A)x; x)  0; x 2 CN1; A 2 B:
Ìåðà m1x àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû  . Ôóíêöèÿ ((IN   M 0 )x; x) ÿâëÿåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé ÐàäîíàÍèêîäèìà è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ  -ï.â. íåîòðèöàòåëüíîé.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Nx ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Nx = f! 2 
 : (M 0 (w)x; x) < 0g [ f! 2 
 : ((IN  M 0 (w))x; x) < 0g;
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ãäå x 2 CN1. Çàìåòèì, ÷òî (Nx) = 0. Ïóñòü X  ïðîèçâîëüíîå ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå
ìíîæåñòâî â CN1. Îáîçíà÷èì
N =
[
x2X
Nx:
Òîãäà (N) = 0. Äëÿ âñåõ ! 2 
nN , è äëÿ âñåõ x èç X âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:
0  (M 0 (!)x; x)  (x; x):
Ïîëüçóÿñü ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
x 2 CN1 è âñåõ ! 2 
nN . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (7).
Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì M 0 = 0 íà ìíîæåñòâå N . Îáîçíà÷èì
~ej := (0;j; 1;j; :::; N 1;j)T 2 CN1; 0  j  N   1:
Âåêòîðà fejgN 1j=0 îáðàçóþò ñòàíäàðòíûé áàçèñ â CN1. Ìàòðèöó èç CNN ìû áóäåì àññîöèè-
ðîâàòü ñ îïåðàòîðîì â CN1, èìåþùèì ýòó ìàòðèöó â ñòàíäàðòíîì áàçèñå. Ïðè ýòîì ìàòðèöà
è ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ÷àñòî áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ îäíîé è òîé æå áóêâîé, è ðàçëè÷èòü
èõ ìîæíî áóäåò èç êîíòåêñòà.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü G  ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç CNN , N 2 N, è J  ìàòðèöà
îïåðàòîðà P
CN1
R(G) â ñòàíäàðòíîì áàçèñå CN1. Òîãäà
J
p
G =
p
G =
p
GJ; (8)
è ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà H òàêàÿ, ÷òî
H
p
G = J =
p
GH: (9)
Ïðè ýòîì
J = lim
n!1
n
p
G:
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó KerG = Ker
p
G, òî R(G) = R(
p
G). Ïîýòîìó PCN1R(G) =
P
CN1
R(
p
G)
. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (8). Îïåðàòîð
p
G, ñóæåííûé íà R(
p
G), ÿâ-
ëÿåòñÿ îáðàòèìûì è îòîáðàæàåò R(
p
G) íà R(
p
G). Ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàòíûé îïåðàòîð
îáîçíà÷èì H1. Ïîëàãàåì H = H1  EKerpG. Îïåðàòîð H îáðàòèì è äëÿ íåãî ëåãêî ïðîâåðÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå (9). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî
n
p
G =
X
k: k 6=0
n
p
kPMk !
X
k: 0kN 1; k 6=0
PMk = J; ïðè n!1;
ãäå k  ñîáñòâåííîå ÷èñëî G, àMk  ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, 0  k 
N   1. 2
Ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ n
p
M 0 (!), ! 2 
, ÿâëÿåòñÿ B-èçìåðèìîé, äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ fqn()g1n=0, ðàâíîìåð-
íî ñõîäÿùóþñÿ íà îòðåçêå [0; 1] ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè n
p
. Äëÿ îïåðàòîðàM 0 (!) â ñèëó (7)
è íàøåãî ñîãëàøåíèÿ M 0 (!)jN = 0 âûïîëíåíî: M 0 (!) =
R 1
0
dE, ãäå E  îðòîãîíàëüíîå
ðàçëîæåíèå åäèíèöû M 0 (!), ! 2 
. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî qn(M 0 (!)) ! n
p
M 0 (!) ïðè
n!1. Â ñèëó èçìåðèìîñòè qn(M 0 (!)) îòñþäà ñëåäóåò èçìåðèìîñòü ôóíêöèè n
p
M 0 (!).
Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì J(!) = JM(!) ìàòðèöó îïåðàòîðà P
CN1
R(M 0 (!))
â ñòàíäàðòíîì áàçèñå,
! 2 
. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1 äëÿ G =M 0 (!) çàïèñûâàåì:
JM(!) = lim
n!1
n
p
M 0 (!):
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Ïîñêîëüêó äîïðåäåëüíûå ôóíêöèè B-èçìåðèìû, òî è ôóíêöèÿ JM(!) ÿâëÿåòñÿ B-èçìåðèìîé.
Ïîñðåäñòâîì S2(M) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ B-èçìåðèìûõ C1N -çíà÷íûõ ôóíêöèé
F (!) = (f0(!); f1(!); :::; fN 1(!)) òàêèõ, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ F (!)M 0 (!)F
(!) ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóåìîé îòíîñèòåëüíî ìåðû M . Äëÿ F 2 S2(M) ïîëàãàåì
kFk2 :=
Z


F (!)M 0 (!)F
(!)dM
 1
2
:
Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ F;G 2 S2(M) ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ FM 0G èíòåãðèðóåìà
îòíîñèòåëüíî ìåðû M . Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî
kFk22 =
Z


F (!)
p
M 0 (!)

F (!)
p
M 0 (!)

dM ; (10)
è, çíà÷èò,  -èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ F (!)
p
M 0 (!) ïðèíàäëåæèò îáû÷íîìó ïðîñòðàíñòâó L
2
v()
(êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) C1N -çíà÷íûõ  -èçìåðèìûõ ôóíêöèé 	(!) òàêèõ, ÷òî
k	kL2v() :=
Z


	(!)	(!)d
 1
2
<1:
Òîãäà
(F
p
M 0 ; G
p
M 0 )L2v() =
Z


F (!)
p
M 0 (!)

G(!)
p
M 0 (!)

dM =
=
Z


F (!)M 0 (!)G
(!)dM <1:
Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë  è  âûïîëíåíî:
(F + G)(F + G) = jj2FF  + FG + GF  + jj2GG;
òî ìíîæåñòâî S2(M) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îïðåäåëèì â S2(M) ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(F;G)2 :=
Z


F (!)M 0 (!)G(!)d = (F
p
M 0 ; G
p
M 0 )L2v(); F;G 2 S2(M):
Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî (; )2 îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñâîéñòâà (F; F )2 = 0, F = 0. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìíîæåñòâî S2(M) ÿâëÿåòñÿ ïðåäãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé
ïðîöåäóðå, áóäåì îòíîñèòü äâà ýëåìåíòà F è G èç S2(M) ê îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè,
åñëè kF   Gk2 = 0. Ìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóåò ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì L2(M).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü M  CNN -çíà÷íàÿ ìåðà íà (
;B), ãäå B ÿâëÿåòñÿ -àëãåáðîé íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå 
, è 
  B. Òîãäà ìíîæåñòâî L2(M) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãèëüáåðòîâûì
ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (; )2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà L2(M). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fFng1n=1, Fn 2 L2(M), òàêóþ, ÷òî kFn Fmk2 ! 0, ïðè n;m! 0. Ñîãëàñ-
íî (10) ìû ìîæåì çàïèñàòü:
kFn
p
M 0   Fm
p
M 0kL2v() ! 0; ïðè n;m!1:
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Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L2v() íàéäåòñÿ ýëåìåíò 	 2 L2v() òàêîé, ÷òî
kFn
p
M 0  	kL2v() ! 0; ïðè n!1:
Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fFn
p
M 0g1n=1 ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fFnk
p
M 0g1k=1,
ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó 	  -ï.â. Ðàññìîòðèì  -èçìåðèìóþ ôóíêöèþ J(!) = JM(!), ! 2 
,
îïðåäåëåííóþ âûøå. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1 äëÿ G =M 0 (!), ïîëó÷àåì:
J(!) =
p
M 0 (!)H(!); ! 2 
;
ãäå H(!)  îáðàòèìàÿ ìàòðèöà äëÿ âñåõ ! 2 
. Òîãäà
Fnk(!)J(!) = Fnk(!)
p
M 0 (!)H(!)! 	(!)H(!);  -ï.â.
Ïîñêîëüêó äîïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ B-èçìåðèìà, òî ôóíêöèÿ	H òàêæå ÿâëÿåòñÿ B-èçìåðèìîé.
Ïîëüçóÿñü âíîâü ïðåäëîæåíèåì 1 äëÿ G =M 0 (!), ìû ìîæåì çàïèñàòü:
Fnk(!)
p
M 0 (!) = Fnk(!)J(!)
p
M 0 (!)! 	(!)H(!)
p
M 0 (!);  -ï.â.
Çíà÷èò, 	(!) = 	(!)H(!)
p
M 0 (!), äëÿ  -ï.â. ! 2 
. Òîãäà
kFnk  	(!)H(!)k2 = kFnk
p
M 0  	(!)H(!)
p
M 0kL2v() =
= kFnk
p
M 0  	(!)kL2v() ! 0; ïðè k !1:
Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò 	H ïðèíàäëåæèò L2(M) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fFnkg1k=1 ñõîäèòñÿ ê
	H ïî íîðìå L2(M). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà " > 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî N(") òàêîå,
÷òî kFn   Frk2 < "2 ïðè n; r > N("). Ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r, áîëüøèõ N("), ñóùåñòâóåò
÷èñëî nk òàêîå, ÷òî kFnk   	Hk2 < "2 . Òîãäà kFn   	Hk2  kFn   Fnkk2 + kFnk   	Hk2 < "
ïðè n > N("). Çíà÷èò, âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fFng1n=1 ñõîäèòñÿ ê 	H ïî íîðìå L2(M). 2
Ïóñòü M = (mk;l(B))
N 1
k;l=0  ïðîèçâîëüíàÿ C

NN -çíà÷íàÿ ìåðà íà (R;B(R)). Îïðåäåëèì
ñëåäóþùóþ íåóáûâàþùóþ ìàòðè÷íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ:
M(t) :=M(( 1; t)); t 2 R:
Ôóíêöèÿ M(t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû M . Ñêàëÿðíûå íåóáûâàþ-
ùèå ôóíêöèè (M(t)~ek; ~ek)C1N , ñîãëàñíî ïðîöåäóðå ëåáåãîâà ïðîäîëæåíèÿ, îäíîçíà÷íî çàäà-
þò ìåðû mk;k(B). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íåóáûâàþùèå ôóíêöèè (M(t)u; u)C1N , ñîãëàñíî
ïðîöåäóðå ëåáåãîâà ïðîäîëæåíèÿ, îäíîçíà÷íî çàäàþò ìåðû (M(B)u; u)C1N äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî âåêòîðà u 2 C1N . Ïîñêîëüêó êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë (M(B)u; u)C1N îäíîçíà÷íî
çàäàåò áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (M(B)u; v)C1N , òî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî C

NN -çíà÷íàÿ ìåðà
M îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñâîåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çàäàíà íåêîòîðàÿ íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà CNN -
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ fM íà R, è fM( 1) := limt! 1 fM(t) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé CNN -çíà÷íîé ìåðû íà (R;B(R)). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
âåêòîðà u 2 C1N îïðåäåëèì ñêàëÿðíóþ ìåðó u ñîãëàñíî ïðîöåäóðå ëåáåãîâà ïðîäîëæåíèÿ,
èñïîëüçóÿ íåóáûâàþùóþ ôóíêöèþ (M(t)u; u)C1N . Ïîëàãàåì
u;v() :=
1
4
(u+v()  u v() + iu+iv()  iu iv()) ;
ãäå  2 B(R); u; v 2 C1N . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà [a; b) âûïîëíåíî u;v([a; b)) =
((M(b)  M(a))u; v)C1N , u; v 2 C1N . Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèîíàë u;v([a; b))
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ïðè ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå [a; b) áèëèíååí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R àëãåáðó ìíîæåñòâ, ïî-
ðîæäåííóþ êîíå÷íûìè âåùåñòâåííûìè èíòåðâàëàìè. Òîãäà ôóíêöèîíàë u;v() áóäåò áèëè-
íåéíûì ïðè ôèêñèðîâàííîì  2 R. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî e èç B(R) ìîæíî ïðèáëèçèòü
îòíîñèòåëüíî ìåðû  :=
PN
k=1 ~ek;~ek ìíîæåñòâàìè j èç R:
(e4j) < 1
j
; j 2 N:
Ïîñêîëüêó
u+w;v(j) = u;v(j) + w;v(j); ;  2 R;
òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè j ! 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë u;v() áóäåò ëèíåéíûì ïî
ïåðâîìó àðãóìåíòó ïðè ôèêñèðîâàííîì  2 B(R). Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ àíòèëèíåéíîñòü
ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:
u;v() = (cM()u; v)C1N ;  2 B(R);
ãäå cM()  íåêîòîðàÿ ìàòðèöà èç CNN . Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ
-àääèòèâíûìè êîìïëåêñíûìè ìåðàìè íà B(R). Ïîñêîëüêó (cM()u; u)C1N = u()  0 ïðè
âñåõ u 2 C1N , òî cM() ïðèíàäëåæèò CNN äëÿ âñåõ  2 B(R). Èòàê, ôóíêöèÿ cM() ÿâëÿåòñÿ
CNN -çíà÷íîé ìåðîé íà B(R). Ïîñêîëüêó
(cM( 1; t)u; v)C1N = u;v(( 1; t)) = lim
n! 1
u;v([ n; t)) =
= lim
n! 1
((fM(t)  fM( n))u; v)C1N = ((fM(t)u; v)C1N ; t 2 R;
òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû cM() ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé fM(t).
1.2. Óñå÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ
1.2.1. Ðàçðåøèìîñòü
Óñå÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåóáû-
âàþùåé CNN -çíà÷íîé ôóíêöèè M(t) = (mk;l(t))N 1k;l=0, çàäàííîé íà îòðåçêå [0; 2], íåïðå-
ðûâíîé ñëåâà íà (0; 2] è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ M(0) = 0, è òàêîé, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: Z 2
0
eintdM(t) = Sn; n = 0; 1; :::; d; (11)
ãäå fSngdn=0 ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà (N N).
Ìàòðèöû Sn íàçûâàþòñÿ (ìàòðè÷íûìè) ìîìåíòàìè. Çäåñü ðàçìåðíîñòü ìàòðèö N 2 N è
÷èñëî ìîìåíòîâ d 2 Z+ ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè ÷èñëàìè. Â äàëüíåéøåì óñå÷åííóþ ìàò-
ðè÷íóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïðîáëåìó ìîìåíòîâ áóäåì ñîêðàùåííî îáîçíà÷àòü ÓÌÒÏÌ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ áëî÷íóþ ìàòðèöó:
Td = (Si j)di;j=0 =
0BBBBB@
S0 S 1 S 2 : : : S d
S1 S0 S 1 : : : S d+1
S2 S1 S0 : : : S d+2
...
...
...
. . .
...
Sd Sd 1 Sd 2 : : : S0
1CCCCCA ; (12)
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ãäå
Sn := S

 n; n =  d; d+ 1; :::; 1: (13)
Áëî÷íûå ìàòðèöû, èìåþùèå òàêóþ ñòðóêòóðó, íàçûâàþò áëî÷íûìè ò¼ïëèöåâûìè ìàò-
ðèöàìè. Ìàòðèöó Td ÷àñòî íàçûâàþò èíôîðìàöèîííûì áëîêîì çàäà÷è. Ïðîâåðèì, ÷òî
óñëîâèå
Td  0 (14)
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11).
Èòàê, ïóñòü çàäàíà ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (11). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîáëåìà ìîìåíòîâ èìååò
ðåøåíèå M(t). Îïðåäåëèì Sn, n =  d; d+ 1; :::; 1, ôîðìóëîé (13). Çàìåòèì, ÷òî
S n = Sn =
Z 2
0
eintdM(t)

=
Z 2
0
e intdM(t); n = 0; 1; :::; d:
Çíà÷èò, Z 2
0
eintdM(t) = Sn;  d  n  d:
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîðíîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí P (t) ñëåäóþùåãî âèäà:
P (t) =
dX
k=0
(k;0; k;1; :::; k;N 1)eikt =
dX
k=0
N 1X
s=0
k;se
ikt~es; k;s 2 C; (15)
ãäå
~es = (0;s; 1;s; :::; N 1;s):
Òîãäà
0 
Z 2
0
P (t)dM(t)P (t) =
dX
k;r=0
N 1X
s;l=0
k;sr;l
Z 2
0
ei(k r)t~esdM(t)~el =
=
dX
k;r=0
N 1X
s;l=0
k;sr;l~esSk r~el :
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë k;s, 0  k  d, 0  s  N   1,
âûïîëíåíî
dX
k;r=0
N 1X
s;l=0
k;sr;l~esSk r~el  0: (16)
Îïðåäåëèì ìàòðèöó Td ïîñðåäñòâîì (12) è ïîëîæèì
~ = (0;0; 0;1; :::; 0;N 1; 1;0; 1;1; :::; 1;N 1; :::; d;0; d;1; :::; d;N 1):
Ñîãëàñíî ïðàâèë óìíîæåíèÿ áëî÷íûõ ìàòðèö, ñîîòíîøåíèå (16) îçíà÷àåò, ÷òî
~Td~
  0;
è çíà÷èò, Td  0.
Íàîáîðîò, ïóñòü çàäàíà ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (11) ñ íåêîòîðûì d 2 N è âûïîëíåíî ñîîòíî-
øåíèå (14). Èíôîðìàöèîííûé áëîê Td è ìàòðè÷íûå ìîìåíòû Sk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îáû÷íûå (íå áëî÷íûå) êîìïëåêñíûå ìàòðèöû:
Td = (n;m)
(d+1)N 1
n;m=0 ; Sk = (Sk;s;l)
N 1
s;l=0;  d  k  d;
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ãäå n;m; Sk;s;l 2 C. Ïðè ýòîì áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
kN+s;rN+l = Sk r;s;l; 0  k; r  d; 0  s; l  N   1: (17)
Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîé êîíñòðóêöèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H è íàáîð ýëåìåíòîâ fxng(d+1)N 1n=0 â H òàêèå, ÷òî
(xn; xm) = n;m; 0  n;m  (d+ 1)N   1; (18)
è spanfxng(d+1)N 1n=0 = H. Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà H íå èìååò çíà÷åíèÿ äëÿ
äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî H ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.
Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ âåêòîð-ñòðîêè ~u = (u0; u1; u2; :::; u(d+1)N 1) ñ un 2 C, 0  n  (d + 1)N   1. Ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå íà ñêàëÿð îïðåäåëèì äëÿ âåêòîðîâ îáû÷íûì îáðàçîì. Ïîëîæèì
~"n = (n;0; n;1; n;2; :::; n;(d+1)N 1); 0  n  (d+ 1)N   1;
ãäå n;r  ñèìâîë Êðîíåêåðà. Â H îïðåäåëèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë B ñëåäóþùèì îáðàçîì:
B(~u; ~w) =
(d+1)N 1X
n;r=0
anbrn;r;
ãäå
~u =
(d+1)N 1X
n=0
an~"n; ~w =
(d+1)N 1X
r=0
br~"r; an; br 2 C:
Ïðîñòðàíñòâî H ñ B ÿâëÿåòñÿ êâàçèãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìû
îòíîñèì äâà ýëåìåíòà ~u, ~w èç H ê îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ [~u]
èëè [~w], åñëè B(~u  ~w; ~u  ~w) = 0. Ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ìåðíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü
xn := [~"n]; 0  n  (d+ 1)N   1:
Âûøåîïèñàííûé ôàêò ìîæíî âêðàòöå âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñÿêàÿ íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà.
Çàôèêñèðóåì ïîñòðîåííîå âûøå ïðîñòðàíñòâî èëè ëþáîå äðóãîå ïðîñòðàíñòâî ñ íóæíûìè
íàì ñâîéñòâàìè è â äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè ÓÌÒÏÌ áóäåì îáîçíà÷àòü åãî H.
Âòîðûì âàæíûì øàãîì ïðè ðåøåíèè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå îïåðà-
òîðà (èëè îïåðàòîðîâ â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîé çàäà÷è), êîòîðûé äîëæåí èñïîëüçîâàòü äàííûå
çàäà÷è è ïî âîçìîæíîñòè ïðèíàäëåæàòü ê èçâåñòíîìó êëàññó îïåðàòîðîâ (ñèììåòðè÷åñêèé,
èçîìåòðè÷åñêèé è ò. ï.). Â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ òàêèì îïåðàòîðîì ÷àñòî âû-
ñòóïàåò îïåðàòîð ñäâèãà: xn 7! xn+N , ãäå N  ðàçìåðíîñòü ìàòðèö-ìîìåíòîâ, à xn  âåêòîðà
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ìàòðèöà Ãðàìà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ èíôîðìàöèîííûì áëîêîì
çàäà÷è. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ÓÌÒÏÌ.
Îáîçíà÷èì H0 := LinfxngdN 1n=0 . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:
Ax =
dN 1X
k=0
kxk+N ; x =
dN 1X
k=0
kxk 2 H0; k 2 C: (19)
16
Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîå çàäàíèå îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó ýëåìåíòû xn íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òî ýëåìåíò x 2 H0
ìîæåò äîïóñêàòü äâà ïðåäñòàâëåíèÿ:
x =
dN 1X
k=0
kxk; x =
dN 1X
k=0
kxk; k; k 2 C:
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (17),(18), çàïèñûâàåì:
dN 1X
k=0
kxk+N  
dN 1X
k=0
kxk+N

2
=
 
dN 1X
k=0
(k   k)xk+N ;
dN 1X
r=0
(r   r)xr+N
!
=
=
dN 1X
k;r=0
(k   k)(r   r)k+N;r+N =
dN 1X
k;r=0
(k   k)(r   r)k;r =
=
 
dN 1X
k=0
(k   k)xk;
dN 1X
r=0
(r   r)xr
!
= (x  x; x  x) = 0:
Çíà÷èò îïðåäåëåíèåA êîððåêòíî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ âåêòîðîâ x; y 2 H0, x =
PdN 1
k=0 kxk,
y =
PdN 1
k=0 kxk, k; k 2 C, ìû ìîæåì çàïèñàòü:
(Ax;Ay) =
dN 1X
k;r=0
kr(xk+N ; xr+N) =
dN 1X
k;r=0
krk+N;r+N =
=
dN 1X
k;r=0
krk;r =
dN 1X
k;r=0
kr(xk; xr) = (x; y):
Çíà÷èò, A ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì. Êàê èçâåñòíî, êàæäûé èçîìåòðè÷åñêèé
îïåðàòîð äîïóñêàåò óíèòàðíîå ðàñøèðåíèå â íåêîòîðîì, âîçìîæíî, áîëåå øèðîêîì, ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü U  A ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì óíèòàðíûì ðàñøèðåíèåì A
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå eH  H. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîå íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n
(n = rN+ l, 0  r  d, 0  l  N 1) ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
xrN+l = A
rxl:
Âûáåðåì òàêæå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî m: m = kN + s, 0  k  d, 0  s  N   1, è, èñïîëü-
çóÿ (17), çàïèøåì:
Sk r;s;l = kN+s;rN+l = (xm; xn)H = (Akxs; Arxl)H = (Ukxs; U rxl) eH =
= (Uk rxs; xl) eH =
Z 2
0
ei(k r)td(Etxs; xl) eH ;
ãäå fEtgt2[0;2] ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñëåâà îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû îïåðàòîðà
U . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Sj;s;l =
Z 2
0
eijtd(P
eH
H Etxs; xl)H ;  d  j  d; 0  s; l  N   1:
Ïîëàãàåì
MU(t) =

(P
eH
H Etxs; xl)H
N 1
s;l=0
; t 2 [0; 2]: (20)
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Ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿMU(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11). Äåéñòâèòåëü-
íî, äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, ÷òî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîãî ðàçëî-
æåíèÿ åäèíèöû, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ìîìåíòíûì ðàâåíñòâàì (11). Ìû ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåìó âûâîäó: âñÿêîå óíèòàðíîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà A ïîðîæäàåò ðåøåíèå
ÓÌÒÏÌ ïî ôîðìóëå (20). Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè èçîìåòðè÷å-
ñêîãî îïåðàòîðà (ñì. ââåäåíèå), ìû ìîæåì óòâåðæäàòü òàêæå, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ
ñëåâà ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà A ïîðîæäàåò ðåøåíèå ÓÌÒÏÌ. Êàê ìû
óâèäèì â ñëåäóþùåì ïóíêòå, ïîñëåäíèå äâà óòâåðæäåíèÿ äîïóñêàþò îáðàùåíèå, ò. å. ïðîèç-
âîëüíîå ðåøåíèå ÓÌÒÏÌ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà óñå÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåí-
òîâ (11). Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ èìååò ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà Td  0,
ãäå Td èç (12).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñëó÷àÿ d 2 N òðåáóåìûé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí âûøå. Â ñëó÷àå
d = 0 ðåøåíèåì áóäåò ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:
M(t) =

0; t = 0
S0; t 2 (0; 2] :
2
Â ñëó÷àå d = 0 ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà íåóáûâàþùàÿ CNN -çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
M , M(0) = 0, M(2) = S0, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11). Ïîýòîìó ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ ëèøü ñëó÷àé d 2 N, êîòîðûé è áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
1.2.2. Îïèñàíèå ðåøåíèé â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïðîáëåìó ìîìåíòîâ (11) ñ ÷èñëîì ìîìåíòîâ d 2 N. Áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî çàäà÷à ðàçðåøèìà, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå (14). Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ
óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ÓÌÒÏÌ ìû ðàññìîòðèì äðóãîé âàæíûé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíè-
êàåò ïðè èññëåäîâàíèè ëþáîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è  îïèñàíèå âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è.
Ìû âûáåðåì è çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ fxng(d+1)N 1n=0 â H, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (18). Îïðåäåëèì, êàê è ðàíåå,
èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð A ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ (19). Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå, ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà
A ïîðîæäàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11) ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ (20).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü cM  ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç L20;d(cM) ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå ñîäåðæàò ìíîãî÷ëåíû
âèäà (15) (èëè ïðîùå  ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà (15)) â L2(cM). Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíûé ìíîãî÷ëåí P (t) âèäà (15) è ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí
Q(t) =
dX
r=0
N 1X
l=0
r;le
irt~el; r;l 2 C: (21)
Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ:
(P (t); Q(t))L2(cM) =
dX
k;r=0
N 1X
s;l=0
k;sr;l
Z 2
0
ei(k r)t~esdcM(t)~el =
=
dX
k;r=0
N 1X
s;l=0
k;sr;l~esSk r~el =
dX
k;r=0
N 1X
s;l=0
k;sr;lSk r;s;l =
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=
dX
k;r=0
N 1X
s;l=0
k;sr;lkN+s;rN+l =
dX
k;r=0
N 1X
s;l=0
k;sr;l(xkN+s; xrN+l)H =
=
 
dX
k=0
N 1X
s=0
k;sxkN+s;
dX
r=0
N 1X
l=0
r;lxrN+l
!
H
: (22)
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:
WP (t) =
dX
k=0
N 1X
s=0
k;sxkN+s:
Ïðîâåðèì, ÷òî ýòîò îïåðàòîð êîððåêòíî çàäàí êàê îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé ìíîæåñòâî
L20;d(
cM) â H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâà ìíîãî÷ëåíà P (t) è Q(t) âèäà (15) è (21) ñîîòâåòñòâåííî
ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè: (P (t) Q(t); P (t) Q(t))L2(cM) = 0.
Òîãäà
0 =
 
dX
k=0
N 1X
s=0
(k;s   k;s)eikt~es;
dX
r=0
N 1X
l=0
(r;l   r;l)eirt~el
!
L2(cM)
=
=
dX
k;r=0
N 1X
s;l=0
(k;s   k;s)(r;l   r;l)
Z 2
0
ei(k r)t~esdcM(t)~el =
=
 
dX
k=0
N 1X
s=0
(k;s   k;s)xkN+s;
dX
r=0
N 1X
l=0
(r;l   r;l)xrN+l
!
H
= kWP  WQkH :
Çíà÷èò, îïåðàòîð W îïðåäåëåí êîððåêòíî. Ñîîòíîøåíèå (22) ïîêàçûâàåò, ÷òî W ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì è îòîáðàæàåò L20;d(cM) íà H. Îáîçíà÷èì L21(cM) := L2(cM) 	
L20;d(
cM). Îïåðàòîð
U := W  EL21(cM)
ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì, êîòîðûé îòîáðàæàåò L2(cM) = L20;d(cM)  L21(cM) íà H1 :=
H  L21(cM).
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé óíèòàðíûé îïåðàòîð:
U0f(t) = e
itf(t); f(t) 2 L2(cM):
Òîãäà eU0 := UU0U 1
ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì â H1. Çàìåòèì, ÷òîeU0xkN+s = UU0eikt~es = Uei(k+1)t~es = x(k+1)N+s = AxkN+s;
ãäå 0  k  d   1; 0  s  N   1. Çíà÷èò, îïåðàòîð eU0 ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì ðàñøèðåíèåì
îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå H1  H. Êàê ìû óæå çíàåì, òàêîìó ðàñøèðåíèþ (è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè) îòâå÷àåò ñîãëàñíî (20) íåêîòîðîå ðåøåíèå ÓÌÒÏÌ. Ìû
òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ýòèì ðåøåíèåì åñòü â òî÷íîñòè ôóíêöèÿ cM .
Ïóñòü f eEtgt2[0;2]  íåïðåðûâíîå ñëåâà îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû eU0, à Et è R
ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé è îáîáùåííîé ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèìè
óíèòàðíîìó ðàñøèðåíèþ eU0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåðèì, ÷òîcM(t) = ((Etxs; xl)H)N 1s;l=0: (23)
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Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì çàïèñàòüZ 2
0
1
1  eitd(Etxs; xl)H = (Rxs; xl)H =

(EH1    eU0) 1xs; xl
H1
=
=

U(EL2(cM)   U0) 1U 1xs; xl

H1
=

(EL2(cM)   U0) 1~es; ~el

L2(cM) =
=
Z 2
0
1
1  eit~esd
cM(t)~el :
Ñîãëàñíî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (23) âûïîëíåíî.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäàíà óñå÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåí-
òîâ (11) ñ d 2 N è âûïîëíåíî óñëîâèå (14). Ïóñòü îïåðàòîð A ïîñòðîåí äëÿ ïðîáëåìû
ìîìåíòîâ òàê, êàê â (19). Âñå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
M(t) = (mk;j(t))
N 1
k;j=0; mk;j(t) = (Etxk; xj)H ; (24)
ãäå Et ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A.
Íàîáîðîò, ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ A ïîðîæäàåò ïî ôîð-
ìóëå (24) ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11).
Êðîìå òîãî, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè íåïðåðûâíûìè ñëåâà ñïåêòðàëüíûìè ôóíêöè-
ÿìè A è âñåìè ðåøåíèÿìè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå íåïðåðûâíûå ñëåâà ñïåêòðàëüíûå
ôóíêöèè A ïîðîæäàþò ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11). Îáîçíà÷èì
H := (EH   A)D(A) = (EH   A)H0;  2 Te;
è LN := LinfxkgN 1k=0 . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x 2 H, x =
PdN+N 1
k=0 kxk, k 2 C.
Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî  2 Tenf0g ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå
x = v + y; v 2 H ; y 2 LN ; (25)
ãäå ýëåìåíòû v; y ìîãóò çàâèñåòü îò âûáîðà . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî  2 Tenf0g.
Ïîëàãàåì
cr :=  1

r+N ; r = dN  N; dN  N + 1; :::; dN   1;
è
cr :=
1

(cr+N   r+N); r = dN  N   1; dN  N   2; :::; 0:
Ïóñòü
u :=
dN 1X
k=0
ckxk 2 D(A); v := (EH   A)u 2 H :
Òîãäà
v =
dN 1X
k=0
ckxk   
dN 1X
k=0
ckxk+N =
dN 1X
k=0
ckxk   
dN+N 1X
k=N
ck Nxk =
=
N 1X
k=0
ckxk +
dN 1X
k=N
(ck   ck N)xk   
dN+N 1X
k=dN
ck Nxk =
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=
N 1X
k=0
ckxk +
dN+N 1X
k=N
kxk =
N 1X
k=0
(ck   k)xk + x:
Îñòàåòñÿ îáîçíà÷èòü y :=  PN 1k=0 (ck   k)xk 2 LN , è ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå
x = v + y.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü îò ïðîòèâíîãî, ÷òî äâå ðàçëè÷íûå íåïðåðûâíûå ñëåâà ñïåêòðàëüíûå
ôóíêöèè A ïîðîæäàþò îäíî è òî æå ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11). Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè, íàéäóòñÿ äâà óíèòàðíûõ ðàñøèðåíèÿ Uj  A, â ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ eHj  H, òàêèå, ÷òî
E1;t = P
eH1
H E1;t 6= P
eH2
H E2;t = E2;t;
è
(P
eH1
H E1;txk; xj)H = (P
eH2
H E2;txk; xj)H ; 0  k; j  N   1; t 2 [0; 2];
ãäå fEj;tgt2[0;2] ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè åäèíèöû îïåðàòîðîâ Uj, j = 1; 2.
Ïî ëèíåéíîñòè ìû ïîëó÷àåì
(P
eH1
H E1;tx; y)H = (P
eH2
H E2;tx; y)H ; x; y 2 LN ; t 2 [0; 2]: (26)
Îáîçíà÷èì
Rj; := (E eHj   Uj) 1; Rj; := P eHjH Rj; ; j = 1; 2;  2 Te:
Èç (26) è (1) ñëåäóåò, ÷òî
(R1;x; y)H = (R2;x; y)H ; x; y 2 LN ;  2 Te: (27)
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå  2 Te. Ïîñêîëüêó äëÿ j = 1; 2 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:
Rj;(EH   A)x = (E eHj   Uj) 1(E eHj   Uj)x = x; x 2 H0 = D(A);
òî
R1;u = R2;u 2 H; u 2 H ;  2 Te;
R1;u = R2;u; u 2 H ;  2 Te: (28)
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî  6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàïèñàòü:
(Rj;x; u)H = (Rj;x; u) eHj = (x;Rj;u) eHj =
= (x; (E eHj  Rj; 1 )u) eHj = (x; u)H   (x;Rj; 1 u)H ; x 2 LN ; u 2 H 1 ; j = 1; 2:
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì
(R1;x; u)H = (R2;x; u)H ; x 2 LN ; u 2 H 1

;  2 Tenf0g: (29)
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå  2 C : 0 < jj < 1. Ñîãëàñíî (25) ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y 2 H
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì âèäå: y = y 1

+y0, ãäå y 1

2 H 1

, y0 2 LN . Ïîëüçóÿñü (27)
è (29) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
(R1;x; y)H = (R1;x; y 1

+ y0)H = (R2;x; y 1

+ y0)H = (R2;zx; y)H ;
ãäå x 2 LN ; y 2 H. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì
R1;x = R2;x; x 2 LN ;  2 C : 0 < jj < 1: (30)
21
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå  2 C : 0 < jj < 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî h 2 H, èñïîëüçóÿ (25), ìû
ìîæåì çàïèñàòü
h = a+ b; a 2 LN ; b 2 H :
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (30),(28), ìû ïîëó÷àåì
R1;h = R1;a+R1;b = R2;a+R2;b = R2;h:
Çíà÷èò,
R1; = R2; ;  2 C : 0 < jj < 1:
Çàìåòèì, ÷òî R1;0 = EH = R2;0, è âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:
Rj; = Rj; 1
z
;  2 Tenf0g; j = 1; 2:
Çíà÷èò,
R1; = R2; ;  2 Te:
Ïî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî E1;t  E2;t. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 2
1.2.3. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ðåøåíèé
Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ôîðìóëîé ×óìàêèíà îáîáùåííûõ ðåçîëüâåíò çàìêíóòîãî èçîìåò-
ðè÷åñêîãî îïåðàòîðà.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü çàäàíà óñå÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåí-
òîâ (11) è óñëîâèå (14) âûïîëíåíî. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîñòðîåí äëÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ
êàê â (19). Âñå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
M(t) = (mk;j(t))
N 1
k;j=0; t 2 [0; 2]; (31)
ãäå mk;j ïîëó÷àþòñÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:Z 2
0
1
1  eitdmk;j(t) = ([E   (A )]
 1 xk; xj)H ;  2 D: (32)
Çäåñü  ïðèíàäëåæèò S(D;H 	D(A); H 	R(A)).
Íàîáîðîò, ïðîèçâîëüíàÿ îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ èç S(D;H 	 D(A); H 	 R(A)) ïî-
ðîæäàåò ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé (31)(32) ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11).
Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè îïåðàòîðíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè èç S(D;H 	
D(A); H 	R(A)) è âñåìè ðåøåíèÿìè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11) ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ òåîðåìû 3 ñ
ôîðìóëîé ×óìàêèíà. 2
1.2.4. Óñëîâèÿ îïðåäåëåííîñòè
Ïðîáëåìó ìîìåíòîâ (11) íàçûâàþò îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
è íåîïðåäåëåííîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷èòü ïðîñòûå óñëîâèÿ îïðåäåëåííîñòè ÓÌÒÏÌ, â òîì ÷èñëå â òåðìèíàõ çàäàííûõ ìàòðè÷-
íûõ ìîìåíòîâ.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü çàäàíà óñå÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåí-
òîâ (11) ñ d  1 è óñëîâèå (14) ñ Td èç (12) âûïîëíåíî. Ïóñòü îïåðàòîð A â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H çàäàí ñîîòíîøåíèåì (19). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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(A) ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (11) îïðåäåëåííàÿ;
(B) èíäåêñû äåôåêòà A ðàâíû íóëþ;
(C) äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî r, dN  r  dN + N   1, ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé:
dN 1X
n=0
r;nn;j = r;j; 0  j  dN +N   1;
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ r;0; r;1; : : : ; r;dN 1 èìååò ðåøåíèå. Çäåñü ÷èñëà ; îïðå-
äåëåíû â (17).
Åñëè óêàçàííûå óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11)
äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:
M(t) = (mk;j(t))
N 1
k;j=0; mk;j(t) = (Etxk; xj)H ;
ãäå Et ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñëåâà îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû óíèòàðíîãî îïå-
ðàòîðà A. Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. (A))(B). Çàìåòèì, ÷òî äåôåêòíûå ÷èñëà îïåðàòîðà A âñåãäà ðàâíû,
ïîñêîëüêó ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì è äåéñòâóåò â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Åñëè äåôåêòíûå ÷èñëà áîëüøå íóëÿ, òîãäà ìû ìîæåì âûáðàòü åäèíè÷íûå âåêòîðà
u1 2 H 	D(A) è u2 2 H 	R(A). Ïîëîæèì
(cu1 + u) = cu2; c 2 C; u 2 (H 	D(A))	 Linfu1g;  2 D:
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëàãàåì e  0. Ôóíêöèè  è e ïîðîæäàþò ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ
ÓÌÒÏÌ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ (32) è ïîòîìó ÓÌÒÏÌ ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.
(B))(A). Åñëè äåôåêòíûå ÷èñëà A ðàâíû íóëþ, òîãäà åäèíñòâåííîé äîïóñòèìîé ôóíêöèåé
 â ñîîòíîøåíèè (32) ÿâëÿåòñÿ   0.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà: (B) , (D(A) = H) , 
xdN ; xdN+1; : : : ; xdN+N 1 2 LinfxngdN 1n=0

, 0BB@
8>><>>:
xdN =
PdN 1
n=0 dN;nxn
xdN+1 =
PdN 1
n=0 dN+1;nxn
  
xdN+N 1 =
PdN 1
n=0 dN+N 1;nxn
; dN;n; dN+1;n;    ; dN+N 1;n 2 C
1CCA
, 0BB@
8>><>>:
(xdN ; xj)H = (
PdN 1
n=0 dN;nxn; xj)H
(xdN+1; xj)H = (
PdN 1
n=0 dN+1;nxn; xj)H
  
(xdN+N 1; xj)H = (
PdN 1
n=0 dN+N 1;nxn; xj)H
;
ãäå dN;n; dN+1;n;    ; dN+N 1;n 2 C, 0  j  dN +N   1) , (C). 2
1.2.5. Ôîðìóëà íåâàíëèííîâñêîãî òèïà
Ïóñòü çàäàíà ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (11) ñ d  1 è âûïîëíåíî óñëîâèå (14), ãäå Td îïðåäå-
ëåíû â (12). Ïîëó÷åííîå íàìè âûøå ñîîòíîøåíèå (32) èìååò ïðîñòîé âèä. Òåì íå ìåíåå,
äëÿ ìíîãîêðàòíîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óäîáíåå èìåòü ôîðìóëó, â êîòîðîé ïðèñóòñòâîâàëà
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áû íåêîòîðàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ-ïàðàìåòð, à îñòàëüíûå ôóíêöèè-
êîýôôèöèåíòû ÿâíî âû÷èñëÿëèñü áû ïî çàäàííûì ìîìåíòàì. Èíûìè ñëîâàìè, õîòåëîñü áû,
÷òîáû ôîðìóëà áûëà ïîäîáíîé ôîðìóëå Íåâàíëèííû, èçâåñòíîé èç òåîðèè ñêàëÿðíîé ïðî-
áëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (âïðî÷åì, íàì íå ïîíàäîáÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè, áîëåå
òîãî, íèæå ìû ïîëó÷èì ìàòðè÷íûå àíàëîãè íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè).
Áóäåì âíà÷àëå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÓÌÒÏÌ ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé è îáà äåôåêòíûõ
÷èñëà A ðàâíû  = (A),   1 (êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äåôåêòíûå ÷èñëà A âñåãäà ðàâíû).
Ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà ê âåêòîðàì
x0; x1; : : : ; xdN+N 1:
Âî âðåìÿ ýòîãî ïðîöåññà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ÷èñëà ;, îïðåäåëåííûå â (17), à òàêæå
ñâîéñòâî (18).
Øàã j; 0  j  dN +N   1. Âû÷èñëÿåì
nj :=
xj   X
k: 0kj 1; nk 6=0
(xj; yk)Hyk

H
; (33)
ãäå ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü ïóñòîé (ò. å. íå ñîäåðæàòü ñëàãàåìûõ è ðàâíÿòüñÿ
íóëþ). Åñëè nj 6= 0, òî ìû ïîëàãàåì
yj :=
1
nj
 
xj  
X
k: 0kj 1; nk 6=0
(xj; yk)Hyk
!
: (34)
Åñëè nj = 0, ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.
Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ íåíóëåâîå nj ñ 0  j  N   1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìû áû ïîëó÷èëè kxjk2H = j;j = 0, 0  j  N   1. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì S0 = 0
è M(t)  0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåîïðåäåëåííîñòè ÓÌÒÏÌ.
Ïîëüçóÿñü èíäóêöèåé, ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò yj ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ x0; x1; : : : ; xj. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà nj âû÷èñëÿþòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì çàäàííûõ ìîìåíòîâ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé (18) è (17).
Îáîçíà÷èì 
1 = fj : 0  j  dN + N   1; nj 6= 0g. Òîãäà A := fyjgj2
1 ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â H. Êðîìå òîãî, A1 := fyjgj2
1: jN 1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìè-
ðîâàííûì áàçèñîì â LN , è A2 := fyjgj2
1: jdN 1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â
LinfxngdN 1n=0 = D(A). Ñëåäîâàòåëüíî, A3 := fyjgj2
1: dNjdN+N 1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàí-
íûì áàçèñîì âH	D(A). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî   N . Ïðè ýòîì card(A3) =   1.
Ïóñòü  := card(A1),  := card(A2). Îòìåòèì, ÷òî 1    N ,     1.
k-é ýëåìåíò, íà÷èíàÿ ñ÷èòàòü îò íóëÿ, â ìíîæåñòâå A, óïîðÿäî÷åííîì â ïîðÿäêå ïîñòðîåíèÿ
åãî ýëåìåíòîâ, ìû îáîçíà÷èì uk, k = 0; 1; :::;  +    1. Òîãäà A = fukg+ 1k=0 , A1 = fukg 1k=0,
A2 = fukg 1k=0, A3 = fukg+ 1k= .
Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäèí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H. Â ñèëó èçîìåò-
ðè÷íîñòè îïåðàòîðà A ìíîæåñòâî A02 := fvkg 1k=0, ãäå vk := Auk, ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì
áàçèñîì â R(A). Êðîìå òîãî, R(A) = LinfxngdN+N 1n=dN . Çíà÷èò, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ
fvkg 1k=0 è fxngN 1n=0 ðàâíà H. Òîãäà è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ fvkg 1k=0, fukg 1k=0, òàêæå
ðàâíà H. Ïðèìåíèì òåïåðü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà ê âåêòîðàì
v0; v1; : : : ; v 1; u0; u1; : : : ; u 1:
Êàê è â ïðåäûäóùåé ïðîöåäóðå îðòîãîíàëèçàöèè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ÷èñëà ;, îïðåäå-
ëåííûå â (17), è ñâîéñòâî (18). Ïåðâûå  ýëåìåíòîâ óæå îðòîíîðìèðîâàíû.
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Øàã j; 0  j    1. Âû÷èñëÿåì
mj :=
uj  
 1X
l=0
(uj; vl)Hvl  
X
k: 0kj 1; mk 6=0
(uj; fk)Hfk

H
; (35)
ãäå ïîñëåäíÿÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü ïóñòîé. Åñëè mj 6= 0, òî ìû ïîëàãàåì
fj :=
1
mj
 
uj  
 1X
l=0
(uj; vj)Hvj  
X
k: 0kj 1; mk 6=0
(uj; fk)Hfk
!
: (36)
Åñëè mj = 0, ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.
Îáîçíà÷èì 
2 = fj : 0  j     1; mj 6= 0g. Òîãäà A0 := fvkg 1k=0 [ ffjgj2
2 ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â H. Ïîëàãàåì A03 := ffjgj2
2 . Çàìåòèì, ÷òî card(A03) = . Îáî-
çíà÷èì k-é ýëåìåíò, ñ÷èòàÿ îò íóëÿ, â ìíîæåñòâå A03, óïîðÿäî÷åííîì â ïîðÿäêå ïîñòðîåíèÿ
åãî ýëåìåíòîâ, ïîñðåäñòâîì v+k, k = 0; 1; :::;    1. Òîãäà A0 = fvkg+ 1k=0 , A03 = fvkg+ 1k= .
Òåïåðü íàøåé öåëüþ áóäåò ïðåîáðàçîâàíèå ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (32) ñ èñïîëüçîâàíèåì
çàïèñè îïåðàòîðîâ â ïîäõîäÿùèõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ. Îáîçíà÷èìM1;() ìàòðèöó
îïåðàòîðà EH   (A) â áàçèñå A,  2 D. Çäåñü  ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â D îïåðàòîð-
íîçíà÷íîé ôóíêöèåé, ÷üè çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ñæàòèÿìè èç H	D(A) â H	R(A).
Òîãäà
M1;() =
 
([EH   (A )]uk; uj)H
+ 1
j;k=0
=

A0; B0;()
C0; D0;()

;
ãäå
A0; =
 
([EH   (A )]uk; uj)H
 1
j;k=0
=
 
(uk   Auk; uj)H
 1
j;k=0
=
= I   
 
(vk; uj)H
 1
j;k=0
; (37)
B0;() =
 
([EH   (A )]uk; uj)H

0j 1; k+ 1 =
=
 
(uk   uk; uj)H

0j 1; k+ 1 =
=    (uk; uj)H0j 1; k+ 1 ;
C0; =
 
([EH   (A )]uk; uj)H

j+ 1; 0k 1 =
=
 
(uk   Auk; uj)H

j+ 1; 0k 1 =
=    (vk; uj)Hj+ 1; 0k 1 ; (38)
D0;() =
 
([EH   (A )]uk; uj)H

j+ 1; k+ 1 =
=
 
(uk   uk; uj)H

j+ 1; k+ 1 =
= I   
 
(uk; uj)H

j+ 1; k+ 1 ;  2 D:
Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A0; ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðà
PD(A)(EH A)PD(A) = ED(A) PD(A)APD(A), ðàññìàòðèâàåìîãî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
D(A), â áàçèñå A2, ïðè  2 D. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû A0; ; C0; , ãäå  2 D, ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (18) è (17).
Îáîçíà÷èì F ,  2 D, ìàòðèöó îïåðàòîðà  , äåéñòâóþùåãî èç H 	 D(A) â H 	 R(A),
îòíîñèòåëüíî áàçèñîâ A3 è A03:
F = (f(j; k))
+ 1
j;k= ; f(j; k) := (uk; vj)H :
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Òîãäà
uk =
+ 1X
l=
f(l; k)vl;   k   +    1;
è
B0;() =  
  
+ 1X
l=
f(l; k)vl; uj
!
H
!
0j 1; k+ 1
=
=  
 
+ 1X
l=
(vl; uj)H f(l; k)
!
0j 1; k+ 1
;  2 D:
Îáîçíà÷èì
W :=
 
(vl; uj)H

0j 1; l+ 1 : (39)
Òîãäà
B0;() =  WF ;  2 D:
Ìû ìîæåì çàïèñàòü
D0;() = I   
  
+ 1X
l=
f(l; k)vl; uj
!
H
!
j+ 1; k+ 1
=
= I   
 
+ 1X
l=
(vl; uj)H f(l; k)
!
j+ 1; k+ 1
;  2 D:
Ïîëàãàåì
T :=
 
(vl; uj)H

j+ 1; l+ 1 : (40)
Òîãäà
D0;() = I   TF ;  2 D:
Ìû ïîëó÷àåì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèöûM1;():
M1;() =

A0;  WF
C0; I   TF

;  2 D;
ãäå A0; , C0; çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (37), (38), à W , T çàäàíû â (39), (40).
Âû÷èñëèì òåïåðü ìàòðèöó îïåðàòîðà [EH   (A )] 1 â áàçèñå A,  2 D. Äëÿ ýòîãî ìû
ïðèìåíèì ôîðìóëó Ôðîáåíèóñà îáðàùåíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû:
M 11;() =

A 10;   A 10;WFH 1 ()C0;A 10; 
 

=
=
 
1
h
A+0;   h2A
+
0;WFH
 1
 ()C0;A
+
0; 
 
!
;  2 D;
ãäå çâåçäî÷êàìè () îáîçíà÷àþòñÿ áëîêè ìàòðèöû, êîòîðûå íå ïðåäñòàâëÿþò äëÿ íàñ èíòå-
ðåñà, è
H() = I   TF + C0;A 10;WF = I   TF +

h
C0;A
+
0;WF =
= I +


h
C0;A
+
0;W   T

F ;  2 D: (41)
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Çäåñü A+0; îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê ìàòðèöå, ñîñòàâëåííîé èç àëãåáðàè÷å-
ñêèõ äîïîëíåíèé ê ýëåìåíòàì A0; , ò. å. íà ìåñòå (i; j) ìàòðèöû A
+
0; ñòîèò àëãåáðàè÷åñêîå
äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó íà ìåñòå (j; i) ìàòðèöû A0; , è
h = detA0; : (42)
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî  2 D. ×àñòü ìàòðèöûM 11;(), ñòîÿùóþ íà ïåðåñå÷åíèè
ïåðâûõ  ñòðîê è ïåðâûõ  ñòîëáöîâ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü M2;(). ×àñòü ìàòðèöû A+0; ,
ñòîÿùóþ íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ  ñòðîê è ïåðâûõ  ñòîëáöîâ, îáîçíà÷èì A1; . Ïåðâûå 
ñòðîê ìàòðèöû A+0; ìû îáîçíà÷èì A2; . Íàêîíåö, ïåðâûå  ñòîëáöîâ A
+
0; îáîçíà÷èì ÷åðåç
A3; . ÌàòðèöàM2;() äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
M2;() = 1
h
A1;   
h2
A2;WFH
 1
 ()C0;A3; ;  2 D: (43)
ÌàòðèöàM2;() ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðà
PLN [EH   (A )] 1 PLN ;
ðàññìàòðèâàåìîãî êàê îïåðàòîð â LN , â áàçèñå A1.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð èç CN1 â LN :
K
N 1X
n=0
cn~en =
N 1X
n=0
cnxn; cn 2 C:
Ïóñòü K  ìàòðèöà îïåðàòîðà K ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñàì f~engN 1n=0 è A1:
K =  (K~ek; uj)H0j 1; 0kN 1 =  (xk; uj)H0j 1; 0kN 1 : (44)
Òîãäà  
[EH   (A )] 1 xk; xj

H
=
=
 
PLN [EH   (A )] 1 PLNK~ek; K~ej

H
=
=
 
KPLN [EH   (A )] 1 PLNK~ek; ~ej

CN1
;  2 D:
Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ðàâíà ýëåìåíòó ìàòðèöû KM2;()K, ñòîÿùåìó â j-é
ñòðîêå, k-ì ñòîëáöå. Èñïîëüçóÿ (32), çàïèñûâàåì:Z 2
0
1
1  eitdM
T (t) = KM2;()K;  2 D: (45)
Ïîëàãàåì
C = C0;A
+
0;W   hT; A = KA1;K;
B = KA2;W; D = C0;A3;K;  2 D: (46)
Èñïîëüçóÿ (41), (43), (45), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:Z 2
0
1
1  eitdM
T (t) =
1
h
A   
h2
BF

I +
1
h
CF
 1
D ;
ãäå  2 D.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü çàäàíà óñå÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåí-
òîâ (11) ñ d  1 è óñëîâèå (14), ãäå Td èç (12), âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîáëåìà
ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé. Âñå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11) ïîëó÷àþòñÿ èç
ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ: Z 2
0
1
1  eitdM
T (t) =
=
1
h
A   
h2
BF

I +
1
h
CF
 1
D ;  2 D; (47)
ãäå A, B, C, D, ÿâëÿþòñÿ ìàòðè÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè, îïðåäåëåííûìè ñîîòíîøåíè-
åì (46), ñî çíà÷åíèÿìè â CNN , CN, C, CN ñîîòâåòñòâåííî. Ñêàëÿðíûé ìíîãî÷ëåí
h, deg h   , îïðåäåëÿåòñÿ â (42). Çäåñü F ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â D, C-çíà÷íîé
ôóíêöèåé, òàêîé, ÷òî F  F  I, 8 2 D. Íàîáîðîò, ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â D, C-
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî F  F  I, 8 2 D, ïîðîæäàåò ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (47)
íåêîòîðîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11). Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè àíàëèòè÷åñêè-
ìè â D, C-çíà÷íûìè ôóíêöèÿìè, òàêèìè, ÷òî F  F  I, 8 2 D, è âñåìè ðåøåíèÿìè
ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11) âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âûøåïðèâåäåííûõ ðàñ-
ñóæäåíèé. 2
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ÓÌÒÏÌ ñN = 3, d = 1, è ìàòðè÷íûìè ìîìåíòàìè S0 =
0@ 1 1 01 1 0
0 0 1
1A,
S1 =
0@ 1 1 01 1 0
0 0 0
1A. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå (14) âûïîëíåíî, à óñëîâèå (C)
òåîðåìû 5 íå âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÓÌÒÏÌ ðàçðåøèìà è ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.
Ìàòðèöà T1 èç (12) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
T1 = (n;m)
5
n;m=0 =
0BBBBBB@
1 1 0 1 1 0
1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 0
1 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1
1CCCCCCA :
Ïóñòü H ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîñòðîåííûì òàê, êàê ýòî áûëî îïèñàíî
âûøå ïîñëå ôîðìóëû (17), è fxng5n=0 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñî ñâîé-
ñòâîì (18). Ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (33), (34) ê ýëåìåíòàì x0; x1; x2; x3; x4; x5.
Øàã 0. Âû÷èñëÿåì n0 = kx0kH =
p
(x0; x0)H =
p
0;0 = 1 6= 0. Ïîëàãàåì y0 = x0.
Øàã 1. Âû÷èñëÿåì
n21 = kx1   (x1; y0)Hy0k2H = kx1   (x1; x0)Hx0k2H = (x1   1;0x0; x1   1;0x0)H =
= (x1   x0; x1   x0)H = (x1; x1)H   (x1; x0)H   (x0; x1)H + (x0; x0)H =
= 1;1   1;0   0;1 + 0;0 = 0:
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.
Øàã 2. Ìû âû÷èñëÿåì
n22 = kx2   (x2; y0)Hy0k2H = kx2   2;0x0k2H = (x2; x2)H = 2;2 = 1:
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Ïîëàãàåì
y2 = x2   (x2; y0)Hy0 = x2   2;0y0 = x2:
Íà øàãå 3 ìû ïîëó÷èì n3 = 0, íà øàãå 4 ìû ïîëó÷èì n4 = 0. Íàêîíåö, íà øàãå 5 ìû
âû÷èñëèì n5 = 1 è y5 = x5.
Ïîëàãàåì A = fy0; y2; y5g. Ïóñòü u0 := y0 = x0, u1 := y2 = x2, u2 := y5 = x5. Òîãäà A = fukg2k=0.
Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå  =  = 2,  = 1.
Ïîëàãàåì v0 := Au0 = Ax0 = x3, v1 := Au1 = Ax2 = x5. Ïðèìåíèì òåïåðü ïðîöåññ îðòîãîíà-
ëèçàöèè (35), (36) ê ýëåìåíòàì v0; v1; u0; u1.
Øàã 0. Âû÷èñëÿåì
m20 = ku0   (u0; v0)Hv0   (u0; v1)Hv1k2H = kx0   (x0; x3)Hx3   (x0; x5)Hx5k2H =
= kx0   0;3x3   0;5x5k2H = kx0   x3k2H = (x0   x3; x0   x3)H =
= 0;0   0;3   3;0 + 3;3 = 0:
Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.
Øàã 1. Âû÷èñëÿåì
m21 = ku1   (u1; v0)Hv0   (u1; v1)Hv1k2H =
= kx2   (x2; x3)Hx3   (x2; x5)Hx5k2H = kx2   2;3x3   2;5x5k2H =
= kx2k2H = (x2; x2)H = 2;2 = 1:
Ïîëàãàåì
f1 = u1   (u1; v0)Hv0   (u1; v1)Hv1 =
= x2   (x2; x3)Hx3   (x2; x5)Hx5 = x2   2;3x3   2;5x5 = x2:
Ïîëîæèì A0 = fv0; v1; f1g. Ïóñòü v2 = f1 = x2. Òîãäà A0 = fvkg2k=0.
Èñïîëüçóÿ (39), (40), çàïèñûâàåì
W =
 
(vl; uj)H

0j1; 2l2 =

(x2; x0)H
(x2; x2)H

=

2;0
2;2

=

0
1

;
T =
 
(vl; uj)H

2j2; 2l2 = (v2; u2)H = (x2; x5)H = 2;5 = 0:
Ñîãëàñíî (37), (38), ìû âû÷èñëÿåì:
A0; = I2   
 
(vk; uj)H
1
j;k=0
= I2   

(x3; x0)H (x5; x0)H
(x3; x2)H (x5; x2)H

=
=

1   0
0 1

;
C0; =  
 
(vk; uj)H

2j2; 0k1 =  (3;5; 5;5) =  (0; 1):
Òîãäà h = detA0; = 1  ,
A+0; =

1 0
0 1  

= A1; = A2; = A3; :
Èñïîëüçóÿ (44), ìû ìîæåì çàïèñàòü
K =  (xk; uj)H0j1; 0k2 =  0;0 1;0 2;00;2 1;2 2;2

=

1 1 0
0 0 1

:
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Èñïîëüçóÿ (46), ìû âû÷èñëÿåì
C =  2(1  ); A =
0@ 1 1 01 1 0
0 0 1  
1A ; B =
0@ 00
1  
1A ;
D =  (0; 0; 1  ):
Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ (47) ìû ïîëó÷àåì:
Z 2
0
1
1  eitdM
T (t) =
0B@
1
1 
1
1  0
1
1 
1
1  0
0 0 1 + 2
F
1 2F
1CA ;  2 D: (48)
Ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â D, êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ F , òàêàÿ, ÷òî jF j  1,  2 D, ïîðîæäàåò
ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (48) íåêîòîðîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11). Ïðè ýòîì ïîëó÷à-
þòñÿ âñå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ, à ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìè F è ðåøåíèÿìè
âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëîæèòü F  1, òî
M(t) =
0@ em(t) em(t) 0em(t) em(t) 0
0 0 bm(t)
1A ; t 2 [0; 2];
ãäå
em(t) =  0; åñëè t = 0
1; åñëè t 2 (0; 2] ; bm(t) =
8<:
0; åñëè t = 0
1
2
; åñëè t 2 (0; ]
1; åñëè t 2 (; 2]
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÓÌÒÏÌ.
Åñëè æå ïîëîæèòü F = 2,  2 D, òî ìû ïîëó÷èì äðóãîå ðåøåíèå M1(t) ïðîáëåìû
ìîìåíòîâ:
M1(t) =
0@ em(t) em(t) 0em(t) em(t) 0
0 0 m1(t)
1A ; t 2 [0; 2];
ãäå ôóíêöèÿ em(t)  òàêàÿ æå, êàê ðàíüøå, à
m1(t) =
8>>>><>>>>:
0; åñëè t = 0
1
4
; åñëè t 2  0; 
2

1
2
; åñëè t 2  
2
; 

3
4
; åñëè t 2  ; 3
2

1; åñëè t 2  3
2
; 2
 :
Â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè (33), (34), åñëè nj = 0 äëÿ íåêîòîðîãî j, òî nk = 0 äëÿ âñåõ
j+1  k  dN +N  1, èìåþùèõ âèä k = j+Nr, r 2 N. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïåðàòîð A
èçîìåòðè÷åñêèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xj ëåæèò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ïðåäûäóùèõ ýëåìåíòîâ
îðòîãîíàëèçóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî è âûøåóêàçàííûå ýëåìåíòû òîæå, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ
ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà A ê ðàçëîæåíèþ xj ïî ýëåìåíòàì ëèíåéíîé îáîëî÷êè. Â ÷àñòíîñòè,
â ïðèìåðå 1 ìû âèäåëè, ÷òî n1 = 0, à ïîòîìó è n4 = 0. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü
ïðîöåññ (33), (34).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé îïðåäåëåííîé ÓÌÒÏÌ (11). Êàê ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (47)
â ýòîì ñëó÷àå? Ñîãëàñíî òåîðåìå 5, â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñû äåôåêòà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïå-
ðàòîðà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, LinfxngdN+N 1n=0 =
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LinfxngdN 1n=0 . Ïðîâåäÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (33), (34), ìû ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ A â H. Â íàøåì ñëó÷àå áàçèñ A1 çàäàåòñÿ òàê æå, êàê è ðàíüøå, áàçèñ A2 ñîâïàäàåò
ñ A, à áàçèñ A3 íå ïîíàäîáèòñÿ. Êàê è ðàíåå, ïîëàãàåì  := card(A1),  := card(A2). Ïðè
ýòîì 1      N . Åùå îäèí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H â äàííîì ñëó÷àå íå òðå-
áóåòñÿ. Ñîãëàñíî (32), ðåøåíèå M(t) = (mk;j(t))
N 1
k;j=0, t 2 [0; 2], íàõîäèòñÿ èç ñëåäóþùåãî
ñîîòíîøåíèÿ: Z 2
0
1
1  eitdmk;j(t) =
 
[EH   A] 1 xk; xj

H
;  2 D:
Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå ïîä ìàòðèöåéM1;() ïîíèìàåì ìàòðèöó îïåðàòîðà EH A
â áàçèñå A,  2 D, ò. å. ìàòðèöó A0; èç ñîîòíîøåíèÿ (37). Òîãäà A 10; áóäåò ìàòðèöåé îïåðàòîðà
(EH   A) 1 â áàçèñå A,  2 D. Çàìåòèì, ÷òî A 10; = 1hA
+
0; , ãäå h , A
+
0; îïðåäåëÿþòñÿ òàê,
êàê è ðàíüøå. Îáîçíà÷åíèÿ M2;() è A1; èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ðàíåå. Ôîðìóëà (43)
ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
M2;() = 1
h
A1; ;  2 D:
Ïîâòîðÿÿ äîñëîâíî ðàññóæäåíèÿ ïîñëå ôîðìóëû (43) äî (45), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ:Z 2
0
1
1  eitdM
T (t) = KM2;()K = 1
h
KA1;K = 1
h
A ;  2 D;
ãäå A çàäàåòñÿ òàê æå, êàê è â (46).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó: ôîðìóëîé (47) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
è äëÿ îïðåäåëåííîé ÓÌÒÏÌ (11), îòáðîñèâ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè è ó÷èòûâàÿ
âûøåîïèñàííûå çàìå÷àíèÿ ê îáùåé ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ.
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ÓÌÒÏÌ ñ N = 2, d = 1, è ìàòðè÷íûìè ìîìåíòàìè S0 = S1 =
1 1
1 1

. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå (14) âûïîëíåíî è óñëîâèå (C) òåîðå-
ìû 5 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Çíà÷èò, ÓÌÒÏÌ ðàçðåøèìà è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé. Ìàòðèöà
T1 èç (12) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
T1 = (n;m)
3
n;m=0 =
0BB@
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1CCA :
Ïóñòü H ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîñòðîåííûì òàê, êàê ýòî áûëî îïèñàíî äëÿ
ïðîáëåìû ìîìåíòîâ ïîñëå ôîðìóëû (17), è fxng3n=0 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
ñî ñâîéñòâîì (18). Ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (33), (34) ê ýëåìåíòàì x0; x1; x2; x3.
Øàã 0. Âû÷èñëÿåì n0 = kx0kH =
p
(x0; x0)H =
p
0;0 = 1 6= 0. Ïîëàãàåì y0 = x0.
Øàãè 13 ïðèâîäÿò ê n1 = n2 = n3 = 0. Ïîëàãàåì A = fy0g. Ïóñòü u0 := y0 = x0. Òîãäà
A = fu0g. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå  =  = 1. Äàëåå âû÷èñëÿåì:
A0; = 1  ; h = 1  ; A+0; = 1 = A1; ;
K = (1; 1);Z 2
0
1
1  eitdM
T (t) =
1
1  

1 1
1 1

;  2 D:
Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå M(t) = (mk;j(t))1k;j=0, t 2 [0; 2], çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèåì:
mk;j(t) =

0; t = 0
1; 0 < t  2 ; 0  k; j  1:
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1.3. Ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà
1.3.1. Ðàçðåøèìîñòü
Ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåïðåðûâíîé ñëåâà íåóáû-
âàþùåé CNN -çíà÷íîé ôóíêöèè M(x) = (mk;l(x))N 1k;l=0 íà R, M( 1) = 0, òàêîé, ÷òîZ
R
xndM(x) = Sn; n 2 Z+; (49)
ãäå fSng1n=0 ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýðìèòîâûõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìå-
ðà (NN). ×èñëî N 2 N ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì. Ìàòðèöû Sn íàçûâàþò (ìàòðè÷íûìè)
ìîìåíòàìè. Îáîçíà÷èì
 n =
0BBB@
S0 S1 : : : Sn
S1 S2 : : : Sn+1
...
...
. . .
...
Sn Sn+1 : : : S2n
1CCCA ; n 2 Z+: (50)
Ìàòðèöû, èìåþùèå òàêóþ ñòðóêòóðó, íàçûâàþòñÿ áëî÷íûìè ãàíêåëåâûìè ìàòðèöàìè.
Ïðîâåðèì, ÷òî óñëîâèå
 n  0; n 2 Z+ (51)
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (49) èìååò ðåøåíèå M . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëå-
ìåíòà f = (f0; f1; : : : ; fN 1), ãäå fk 2 P, k = 0; 1; :::; N   1, âû÷èñëÿÿ âûðàæåíèå
R
R fdMf
,
ëåãêî óáåæäàåìñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (51).
Íàîáîðîò, ïóñòü çàäàíà ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (49) è âûïîëíåíî óñëîâèå (51). Îáîçíà÷èì
  = (Sk+l)
1
k;l=0 =
0BBBBB@
S0 S1 : : : Sn : : :
S1 S2 : : : Sn+1 : : :
...
...
. . .
... : : :
Sn Sn+1 : : : S2n : : :
...
...
...
...
. . .
1CCCCCA :
Ïîëóáåñêîíå÷íóþ áëî÷íóþ ìàòðèöó   íàçûâàåì èíôîðìàöèîííûì áëîêîì ïðîáëåìû ìî-
ìåíòîâ (49). Ïîëóáåñêîíå÷íàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà K = (Kn;m)1n;m=0 íàçûâàåòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåííûì ÿäðîì, åñëè
1X
n;m=0
Kn;mnm  0; 8n 2 C;
ãäå ñóììû ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íûìè. Èíôîðìàöèîííûé áëîê   ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïîëóáåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó ñî ñêàëÿðíûìè ýëåìåíòàìè:
  = ( n;m)
1
n;m=0;  n;m 2 C: (52)
Èç (51) ñëåäóåò, ÷òî ÿäðî   ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûì. Ïóñòü
Sn = (s
k;l
n )
N 1
k;l=0; n 2 Z+; sk;ln 2 C:
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Â ñèëó ñòðóêòóðû ìàòðèöû   áóäåò âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
 rN+j;tN+n = s
j;n
r+t; 0  j; n  N   1; r; t 2 Z+: (53)
Èç (53) ñëåäóåò, ÷òî
 a+N;b =  a;b+N ; a; b 2 Z+: (54)
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a = rN + j, b = tN + n, 0  j; n  N   1, r; t 2 Z+, òî
 a+N;b =  (r+1)N+j;tN+n = s
j;n
r+t+1 =  rN+j;(t+1)N+n =  a;b+N :
Êàê ýòî äåëàëîñü âûøå äëÿ óñå÷åííîé ìàòðè÷íîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïðîáëåìû ìîìåí-
òîâ, ìîæíî ïîñòðîèòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâîH è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng1n=0 â H, òàêèå,
÷òî spanfxngn2Z+ = H è
(xn; xm)H =  n;m; n;m 2 Z+: (55)
Îáîçíà÷èì L := Linfxngn2Z+ . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x 2 L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ x èìåþò ìåñòî äâà ïðåäñòàâëåíèÿ: x =
P1
k=0 kxk è x =
P1
k=0 kxk, ãäå k; k 2 C, è âñå
k, k, êðîìå èõ êîíå÷íîãî ÷èñëà, íóëåâûå. Èñïîëüçóÿ (55) è (54), ìû çàïèñûâàåì: 1X
k=0
kxk+N ; xl
!
=
1X
k=0
k(xk+N ; xl) =
1X
k=0
k k+N;l =
1X
k=0
k k;l+N =
=
1X
k=0
k(xk; xl+N) =
 1X
k=0
kxk; xl+N
!
= (x; xl+N); l 2 Z+:
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 1X
k=0
kxk+N ; xl
!
= (x; xl+N); l 2 Z+;
è çíà÷èò,  1X
k=0
kxk+N ; xl
!
=
 1X
k=0
kxk+N ; xl
!
; l 2 Z+:
Ïîñêîëüêó L = H, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
1X
k=0
kxk+N =
1X
k=0
kxk+N :
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð, ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ L:
Ax =
1X
k=0
kxk+N ; x 2 L; x =
1X
k=0
kxk; k 2 C: (56)
Âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.
Êàê ìû âèäèì, âíîâü â êà÷åñòâå îïåðàòîðà âûáðàí îïåðàòîð ñäâèãà, êàê è â ñëó÷àå ÓÌÒÏÌ.
Îäíàêî â ñëó÷àå ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà ýòîò îïåðàòîð áóäåò íå èçî-
ìåòðè÷åñêèì, à ñèììåòðè÷åñêèì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x; y 2 L,
x =
P1
k=0 kxk, y =
P1
n=0 nxn, k; n 2 C âûïîëíåíî:
(Ax; y) =
 1X
k=0
kxk+N ;
1X
n=0
nxn
!
=
1X
k;n=0
kn(xk+N ; xn) =
1X
k;n=0
kn(xk; xn+N) =
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= 1X
k=0
kxk;
1X
n=0
nxn+N
!
= (x;Ay):
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îïåðàòîð A ïëîòíî çàäàí â H.
Ïóñòü eA  A  ïðîèçâîëüíîå ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå eH  H, è f eEg2R  íåïðåðûâíîå ñëåâà îðòîãîíàëüíîå ðàçëî-
æåíèå åäèíèöû îïåðàòîðà eA. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî a 2 Z+, a = rN + j, r 2 Z+,
0  j  N   1. Çàìåòèì, ÷òî
xa = xrN+j = Ax(r 1)N+j = ::: = Arxj:
Âûáåðåì òàêæå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî b 2 Z+, b = tN+n, t 2 Z+, 0  n  N 1. Èñïîëüçóÿ (53),
çàïèñûâàåì:
sj;nr+t =  rN+j;tN+n = (xrN+j; xtN+n)H = (A
rxj; A
txn)H = ( eArxj; eAtxn) eH =
=
Z
R
rd eExj;Z
R
td eExn eH =
Z
R
r+td( eExj; xn) eH = Z
R
r+td

P
eH
H
eExj; xn
H
:
Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî
Sr+t =
Z
R
r+tdfM(); r; t 2 Z+; (57)
ãäå fM() := P eHH eExj; xn
H
N 1
j;n=0
. Ïîëàãàÿ â ñîîòíîøåíèè (53) t = 0, ìû âèäèì, ÷òî fM()
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49). Èç ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíè-
öû ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ fM() ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà, íåóáû-
âàþùåé è fM( 1) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü çàäàíà ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (49). Ïðîáëåìà ìî-
ìåíòîâ èìååò ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (51), ãäå  n
èç (50).
1.3.2. Îïèñàíèå ðåøåíèé â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé
Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (49), äëÿ êîòîðîé âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (51), íà÷àòîå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà (57) ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðîèçâîëüíîå ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà A ïîðîæäàåò ðåøå-
íèå ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (49). Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ñïåê-
òðàëüíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ
ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà A ïîðîæäàåò ðåøåíèå ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû
ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (49). Ïîëó÷àþòñÿ ëè òàêèì îáðàçîì âñå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåí-
òîâ (49)? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, êàê ìû ñåé÷àñ ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ óòâåðäèòåëüíûì. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå cM(x) = (bmk;l(x))N 1k;l=0 ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàì-
áóðãåðà (49). Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2(cM) è ïîñðåäñòâîì Q îáîçíà÷èì îïåðàòîð óìíî-
æåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ â L2(cM). Êàê è ðàíåå, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì
~ek = (ek;0; ek;1; : : : ; ek;N 1), ek;j = k;j, 0  j  N   1, äëÿ k = 0; 1; : : : N   1. Ìíîæåñòâî (êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) ôóíêöèé f 2 L2(cM), òàêèõ, ÷òî (ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ âêëþ÷àåò)
f = (f0; f1; : : : ; fN 1), f 2 P, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç P2(cM). Ïîëàãàåì òàêæå L20(cM) = P2(cM).
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè f 2 P2(cM) íàéäåòñÿ ïðåäñòàâèòåëü âèäà:
f(x) =
N 1X
k=0
1X
j=0
k;jx
j~ek; k;j 2 C:
Çäåñü è äàëåå â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ ñóììû ñ÷èòàþòñÿ êîíå÷íûìè. Ïóñòü íåêîòîðûé g 2
P2(cM) èìååò ïðåäñòàâèòåëÿ
g(x) =
N 1X
l=0
1X
r=0
l;rx
r~el; l;r 2 C:
Òîãäà
(f; g)L2(cM) =
N 1X
k;l=0
1X
j;r=0
k;jl;r
Z
R
xj+r~ekdcM(x)~el =
=
N 1X
k;l=0
1X
j;r=0
k;jl;r
Z
R
xj+rdbmk;l(x) = N 1X
k;l=0
1X
j;r=0
k;jl;rs
k;l
j+r: (58)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì çàïèñàòü: 1X
j=0
N 1X
k=0
k;jxjN+k;
1X
r=0
N 1X
l=0
l;rxrN+l
!
H
=
N 1X
k;l=0
1X
j;r=0
k;jl;r(xjN+k; xrN+l)H =
=
N 1X
k;l=0
1X
j;r=0
k;jl;r jN+k;rN+l =
N 1X
k;l=0
1X
j;r=0
k;jl;rs
k;l
j+r: (59)
Èç ñîîòíîøåíèé (58), (59) ñëåäóåò, ÷òî
(f; g)L2(cM) =
 1X
j=0
N 1X
k=0
k;jxjN+k;
1X
r=0
N 1X
l=0
l;rxrN+l
!
H
: (60)
Ïîëàãàåì
V h =
1X
j=0
N 1X
k=0
k;jxjN+k;
äëÿ h 2 P2(cM), ñ ïðåäñòàâèòåëåì h(x) = PN 1k=0 P1j=0 k;jxj~ek, k;j 2 C. Åñëè h èìååò åùå
îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ âèäà eh(x) = PN 1k=0 P1j=0 ek;jxj~ek, ek;j 2 C, òî kh(x)   eh(x)kL2(cM) = 0.
Ïîëüçóÿñü (60) äëÿ f(x) = g(x) = h(x)  eh(x), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
0 = k
1X
j=0
N 1X
k=0
(k;j   ek;j)xjN+kk2H :
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð V êîððåêòíî îïðåäåëåí è îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî P2(cM) â H. Ñîîò-
íîøåíèå (60) ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð V ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì è R(V ) = L. Ïî íåïðå-
ðûâíîñòè ïðîäîëæàåì V äî èçîìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ èç L20(cM) íà H. Â ÷àñòíîñòè,
îòìåòèì, ÷òî
V xj~ek = xjN+k; j 2 Z+; 0  k  N   1:
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Îáîçíà÷èì L21(cM) := L2(cM)	L20(cM), è U := V EL21(cM). Îïåðàòîð U îòîáðàæàåò èçîìåòðè-
÷åñêè ïðîñòðàíñòâî L2(cM) íà H  L21(cM) =: bH. ÏîëàãàåìbA := UQU 1:
Îïåðàòîð bA ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì â bH. Ïóñòü f bEg2R  åãî íåïðåðûâíîå ñëåâà îðòî-
ãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû. Çàìåòèì, ÷òî
UQU 1xjN+k = V QV  1xjN+k = V Qxj~ek = V xj+1~ek = x(j+1)N+k = xjN+k+N =
= AxjN+k; j 2 Z+; 0  k  N   1:
Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
UQU 1x = Ax; x 2 L = D(A);
è çíà÷èò, bA  A. Èòàê, îïåðàòîð eA ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà A â
ïðîñòðàíñòâå bH. Êàê îòìå÷àëîñü â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà, òàêîìó ðàñøèðåíèþ ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîå ðåøåíèå ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà. Ìû òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ýòî
ðåøåíèå åñòü â òî÷íîñòè ôóíêöèÿ cM .
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî z 2 Re è çàïèøåì:Z
R
1
  z d(
bExk; xj) bH = Z
R
1
  z d
bExk; xj bH =

U 1
Z
R
1
  z d
bExk; U 1xj
L2(cM) =
=
Z
R
1
  z dU
 1 bEU~ek; ~ej
L2(cM) =
Z
R
1
  zdE~ek; ~ej

L2(cM) =
=
Z
R
1
t  z~ekd
cM(t)~ej = Z
R
1
t  z dbmk;j(t);
ãäå 0  k; j  N   1. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ ÑòèëòüåñàÏåððîíà, çàêëþ÷àåì, ÷òî
bmk;j() = (P bHH bExk; xj)H ; 0  k; j  N   1:
Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî èíäåêñ äåôåêòà îïåðàòîðà A ðàâåí (m;n), 0  m;n  N . Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò u 2 L, u =P1k=0 ckxk, ck 2 C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ck = 0, k  N+R+1,
äëÿ íåêîòîðîãî R 2 Z+. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
 zdk = ck; k = 0; 1; :::; N   1; (61)
dk N   zdk = ck; k = N;N + 1; N + 2; :::; (62)
ãäå fdkgk2Z+ ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, z 2 Re  ôèêñèðîâàííûé
ïàðàìåòð. Ïîëîæèì
dk = 0; k  R + 1;
dj = cN+j + zdN+j; j = R;R  1; R  2; :::; 0:
Äëÿ òàêèõ ÷èñåë fdkgk2Z+ , âñå óðàâíåíèÿ â (62) áóäóò âûïîëíåíû, íî óðàâíåíèÿ (61) íå
îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ. Îáîçíà÷èì v =
P1
k=0 dkxk, v 2 L. Çàìåòèì, ÷òî
(A  zEH)v =
1X
k=0
(dk N   zdk)xk;
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ãäå d 1 = d 2 = ::: = d N = 0. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèÿ dk, ìû èìååì
(A  zEH)v   u =
1X
k=0
(dk N   zdk   ck)xk =
N 1X
k=0
( zdk   ck)xk;
u = (A  zEH)v +
N 1X
k=0
(zdk + ck)xk; u 2 L: (63)
Îáîçíà÷èì Hz := (A  zEH)L = (A   zEH)D(A), yk := xk   PHHzxk, k = 0; 1; :::; N   1, è
H0 := spanfykgN 1k=0 . Ðàçìåðíîñòü H0 íå ïðåâîñõîäèò N , è H0 ? Hz. Èç (63) ñëåäóåò, ÷òî
ýëåìåíò u 2 L ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì âèäå:
u = u1 + u2; u1 2 Hz; u2 2 H0:
Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî L  Hz H0; H  Hz H0, è H = Hz H0. Òàêèì îáðàçîì, H0 ÿâëÿåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèì äåôåêòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è, çíà÷èò, äåôåêòíûå ÷èñëà îïåðàòîðà A íå
ïðåâîñõîäÿò N .
Òåîðåìà 8. Ïóñòü çàäàíà ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (49) è âûïîëíåíî
óñëîâèå (51). Ïóñòü îïåðàòîð A ïîñòðîåí äëÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ òàê, êàê â (56). Âñå
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
M() = (mk;j())
N 1
k;j=0; mk;j() = (Exk; xj)H ; (64)
ãäå E ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà A. Êðîìå òîãî, ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè íåïðåðûâíûìè ñëåâà ñïåêòðàëüíûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà A è
âñåìè ðåøåíèÿìè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàåòñÿ ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíûå íåïðåðûâíûå ñëåâà ñïåêòðàëü-
íûå ôóíêöèè îïåðàòîðà A ïîðîæäàþò ðàçíûå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49). Äåéñòâóÿ
îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ðàçíûå íåïðåðûâíûå ñëåâà ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè
ïîðîæäàþò îäíî è òî æå ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëü-
íîé ôóíêöèè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèÿ Aj  A, â
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Hj  H, òàêèå, ÷òî PH1H E1; 6= PH2H E2;, è
(PH1H E1;xk; xj)H = (P
H2
H E2;xk; xj)H ; 0  k; j  N   1;  2 R;
ãäå fEn;g2R ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íåïðåðûâíûìè ñëåâà ðàçëîæåíèÿìè åäèíèöû îïå-
ðàòîðîâ An, n = 1; 2. Îáîçíà÷èì LN := Linfxkgk=0;N 1. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ, ìû ïîëó÷àåì
(PH1H E1;x; y)H = (P
H2
H E2;x; y)H ; x; y 2 LN ;  2 R: (65)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn; ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà An, è Rn; := P
Hn
H Rn;, n = 1; 2. Èç (65), (2)
ñëåäóåò, ÷òî
(R1;x; y)H = (R2;x; y)H ; x; y 2 LN ;  2 Re: (66)
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî z 2 Re è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî Hz.
Ïîñêîëüêó
Rj;z(A  zEH)x = (Aj   zEHj) 1(Aj   zEHj)x = x; x 2 L = D(A);
òî
R1;zu = R2;zu 2 H; u 2 Hz;
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R1;zu = R2;zu; u 2 Hz; z 2 Re: (67)
Ìû ìîæåì çàïèñàòü
(Rn;zx; u)H = (Rn;zx; u)Hn = (x;Rn;zu)Hn = (x;Rn;zu)H ; x 2 LN ; u 2 Hz; n = 1; 2;
è ìû ïîëó÷àåì
(R1;zx; u)H = (R2;zx; u)H ; x 2 LN ; u 2 Hz: (68)
Ñîãëàñíî (63), ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y 2 L ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå y = yz + y0, ãäå
yz 2 Hz è y0 2 LN . Èñïîëüçóÿ (66) è (68), ìû ïîëó÷àåì
(R1;zx; y)H = (R1;zx; yz + y
0)H = (R2;zx; yz + y0)H = (R2;zx; y)H ; x 2 LN ; y 2 L:
Ïîñêîëüêó L = H, òî
R1;zx = R2;zx; x 2 LN ; z 2 Re: (69)
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x 2 L, x = xz + x0, xz 2 Hz, x0 2 LN , èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (67), (69),
çàïèñûâàåì:
R1;zx = R1;z(xz + x
0) = R2;z(xz + x0) = R2;zx; x 2 L; z 2 Re;
è
R1;zx = R2;zx; x 2 H; z 2 Re:
Ñîãëàñíî (2), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 2
1.3.3. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ðåøåíèé
Ñ ïîìîùüþ óñòàíîâëåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå òåîðåìû 8 è ôîðìóëû Øòðàóñà îáîáùåí-
íûõ ðåçîëüâåíò ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå ðåøåíèé ìàò-
ðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà.
Òåîðåìà 9. Ïóñòü çàäàíà ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (49) è âûïîëíåíî
óñëîâèå (51). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng1n=0 â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H,
òàêóþ, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (55) è spanfxngn2Z+ = H. Ïóñòü A  ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð ñ D(A) = Linfxngn2Z+, îïðåäåëåííûé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ
Axk = xk+N ; k 2 Z+:
Âñå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
M(x) = (mk;j(x))
N 1
k;j=0;
ãäå mk;j óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:Z
R
1
x  dmk;j(x) = ((AF ()   EH)
 1xk; xj)H ;  2 C+: (70)
Çäåñü F () 2 S(C+;Ni(A);N i(A)), à AF () ÿâëÿåòñÿ êâàçèñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì
îïåðàòîðà A, çàäàâàåìûì F ().
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîëüíîé F () 2 S(C+;Ni(A);N i(A)) ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøå-
íèÿ (70) îòâå÷àåò íåêîòîðîå ðåøåíèå ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà. Êðîìå
òîãî, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè S(C+;Ni(A);N i(A)) è ðåøåíèÿìè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ,
óñòàíàâëèâàåìîå ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ (70), ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ðàçëè÷íûå ôóíê-
öèè F1() è F2() èç S(C+;Ni(A);N i(A)) ïîðîæäàþò ðàçëè÷íûå îáîáùåííûå ðåçîëüâåíòû
R1() è R2() îïåðàòîðà A. Ïóñòü E1() è E2()  ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðåðûâíûå ñëåâà
ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè îïåðàòîðà A. Äåéñòâóÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè
F1() è F2() îòâå÷àþò îäíîìó è òîìó æå ðåøåíèþ ïðîáëåìû ìîìåíòîâM(x) = (mk;j(x))
N 1
k;j=0.
Ñîãëàñíî (70), ýòî îçíà÷àåò, ÷òîZ
R
1
x  dmk;j(x) = (R1()xk; xj)H = (R2()xk; xj)H :
Ñîãëàñíî ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ÑòèëòüåñàÏåððîíà, ìû ïîëó÷àåì:
mk;j(x) = (E1()xk; xj)H = (E2()xk; xj)H :
Çíà÷èò, ðàçíûå ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè îïåðàòîðà A ïîðîæäàþò îäíî è òî æå ðåøåíèå ïðî-
áëåìû ìîìåíòîâ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 8, è ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû. 2
1.3.4. Óñëîâèÿ îïðåäåëåííîñòè è ôîðìóëà Íåâàíëèííû
Ïóñòü çàäàíà ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (49) è âûïîëíåíî óñëîâèå (51). Óñòà-
íîâèì óñëîâèÿ îïðåäåëåííîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ. Èç ñîîòíîøåíèé (2) è (64) ñëåäóåò, ÷òî
ôîðìóëà Z
R
1
  zdmk;j() = (Rzxk; xj)H ; 0  k; j  N   1; z 2 CnR; (71)
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè îáîáùåííûìè ðåçîëüâåíòàìè
îïåðàòîðà A è âñåìè ðåøåíèÿìè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49). Ïîëîæèì
y k := (A  iEH)xk = xk+N   ixk;
y+k := (A+ iEH)xk = xk+N + ixk; k 2 Z+;
L  := Linfy k g1k=0 = (A  iEH)D(A); L+ := Linfy+k g1k=0 = (A+ iEH)D(A); (72)
H  := L  = (A  iEH)D(A); H+ := L+ = (A+ iEH)D(A):
Ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fy k g1k=0, óäà-
ëÿÿ ëèíåéíî çàâèñèìûå ýëåìåíòû, åñëè òàêîâûå áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ. Ýòîò ïðîöåññ àíàëîãè÷åí
ïðîöåññàì îðòîãîíàëèçàöèè ñ ïðîïóñêîì ëèíåéíî çàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûé ïðèìåíÿë-
ñÿ äëÿ ÓÌÒÏÌ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî A  = fu k g
  1
k=0 , 0     +1. Ñëó÷àé
  = 0 îçíà÷àåò, ÷òî y k = 0, 8k 2 Z+, è A  ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ïðèìåíÿåì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà ê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè fy+k g1k=0 è ïîëó÷èì ìíîæåñòâî A+ = fu+k g
+ 1
k=0 , 0  +  +1. Ñëó÷àé + = 0
îçíà÷àåò, ÷òî y+k = 0, 8k 2 Z+, è A  = ;.
Â ñëó÷àå íåïóñòîòû ìíîæåñòâî A îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âH ñîîòâåòñòâåí-
íî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (k) èíäåêñ ïîñëåäíåãî èñïîëüçîâàííîãî yj ïðè ïîñòðîåíèè u

k . Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, (k) ÿâëÿåòñÿ òåì íîìåðîì øàãà â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà,
ñ÷èòàÿ îò íóëÿ è âêëþ÷àÿ øàãè, êîòîðûå ïðèâîäèëè ê ëèíåéíî çàâèñèìûì ýëåìåíòàì, íà
êîòîðîì áûë ïîñòðîåí ýëåìåíò uk . Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, êàæäûé ýëåìåíò u

k ,
k 2 0;    1, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ yj , 0  j  (k), ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü
uk =
(k)X
j=0
k;jy

j ; 

k;j 2 C; k 2 0;    1: (73)
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Ñîãëàñíî (55) ìû ìîæåì çàïèñàòü
(xn; u

k )H =
(k)X
j=0
k;j(xn; y

j )H =
(k)X
j=0
k;j(xn; xj+N  ixj)H =
=
(k)X
j=0
k;j( n;j+N  i n;j); n 2 Z+; k 2 0;    1: (74)
Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (72) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî óñëîâèå   = 0 (+ = 0) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
D(A) = f0g, è, çíà÷èò, ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ H = f0g. Ñîãëàñíî (53),(55), óñëîâèå H = f0g
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ Sn = 0, 8n 2 Z+.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ÷èñëà k;j â (73) ìîãóò áûòü ïîäñ÷èòàíû ÿâíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñî-
îòíîøåíèé (53) è (55). Êðîìå òîãî, ïðîöåññû îðòîãîíàëèçàöèè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ èëè
âñòðåòÿòñÿ â äàëüíåéøåì, îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé (53) è (55). Äåéñòâèòåëü-
íî, ëþáàÿ íîðìà ýëåìåíòà èëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè îðòîãîíàëèçàöèè,
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çàäàííûå ìîìåíòû.
Òåîðåìà 10. Ïóñòü çàäàíà ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (49) è âûïîëíåíî
óñëîâèå (51), ãäå  n èç (50). Ïóñòü îïåðàòîð A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ïîñòðîåí
òàê, êàê â (56). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè:
(A) ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (49) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé;
(B) îäíî èç äåôåêòíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà A ðàâíî íóëþ (èëè îáà äåôåêòíûõ ÷èñëà íóëåâûå);
(C) Sr = 0, 8r 2 Z+, èëè, 9Sl 6= 0, l 2 Z+, è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé (èëè
îáà ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû):
(a) Äëÿ êàæäîãî n, 0  n  N   1, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
 n;n =
  1X
k=0

 (k)X
j=0
 k;j( n;j+N   i n;j)

2
;
(b) Äëÿ êàæäîãî n, 0  n  N   1, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
 n;n =
+ 1X
k=0

+(k)X
j=0
+k;j( n;j+N + i n;j)

2
:
Çäåñü  ; âçÿòû èç (52), à ;  èç (73).
Åñëè âûøåïðèâåäåííûå óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåí-
òîâ (49) íàõîäèòñÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:
M(t) = (mk;j(t))
N 1
k;j=0; mk;j(t) = (Etxk; xj)H ;
ãäå Et ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íåïðåðûâíîé ñëåâà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (A))(B). Åñëè îáà äåôåêòíûõ ÷èñëà áîëüøå íóëÿ, òî ìû ìîæåì
âûáðàòü åäèíè÷íûå âåêòîðû u1 2 Ni(A) è u2 2 N i(A). Ïîëàãàåì
F ()(cu1 + u) = cu2; c 2 C; u 2 Ni(A)	 Linfu1g:
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîëàãàåì eF ()  0. Ôóíêöèè F () è eF () ïîðîæäàþò ðàçëè÷íûå
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49) ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ (70).
(B))(A). Åñëè îäíî èç äåôåêòíûõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ, òî åäèíñòâåííîé äîïóñòèìîé îïåðà-
òîðíîçíà÷íîé ôóíêöèåé F () â ñîîòíîøåíèè (70) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ F ()  0.
(B))(C). Åñëè H = f0g, òî óñëîâèå (C) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü H 6= f0g.
Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî (55) è (74), óñëîâèå (C),(a) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:
kxnk2 =
  1X
k=0
(xn; u k )H2 ; n = 0; 1; : : : ; N   1;
à óñëîâèå (C),(b) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
kxnk2 =
+ 1X
k=0
(xn; u+k )H2 ; n = 0; 1; : : : ; N   1:
Çíà÷èò, óñëîâèå (C),(a) ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì:
xn 2 H ; n = 0; 1; : : : ; N   1; (75)
à óñëîâèå (C),(b) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
xn 2 H+; n = 0; 1; : : : ; N   1: (76)
Ñîãëàñíî (63), êàæäûé ýëåìåíò L ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå ýëåìåíòîâ fxngN 1n=0 , fy k g1k=0,
êàê è ëèíåéíîé îáîëî÷êå ýëåìåíòîâ fxngN 1n=0 , fy+k g1k=0. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (75) ðàâíî-
ñèëüíî óñëîâèþ
H = H ; (77)
à óñëîâèå (76) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
H = H+: (78)
Ïîñêîëüêó îäíî èç äåôåêòíûõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ, òî ëèáî (77), ëèáî (78) âûïîëíåíî.
(C))(B). Åñëè H = f0g, òî óñëîâèå (B) âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî H 6= f0g.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (C),(a) (óñëîâèå (C),(b)), òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèìè ðàñ-
ñóæäåíèÿìè ïåðåä (77) ìû ïîëó÷àåì H = H  (ñîîòâåòñòâåííî H = H+). Çíà÷èò, îäíî èç
äåôåêòíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà A ðàâíî íóëþ.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (64). 2
Ôîðìóëà (70), ïîëó÷åííàÿ âûøå, äàåò àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ðåøåíèé ìàòðè÷íîé ïðî-
áëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà. Îäíàêî, êàê è â ñëó÷àå ÓÌÒÏÌ, õîòåëîñü áû èìåòü ôîðìóëó
íåâàíëèííîâñêîãî òèïà, ñîäåðæàùóþ àíàëèòè÷åñêóþ ìàòðè÷íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ-ïàðàìåòð
è îñòàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâíî âû÷èñëÿëèñü áû ïî çàäàííûì ìîìåíòàì. Âïðî÷åì, â
ñëó÷àå ïðîáëåì ìîìåíòîâ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì çàäàííûõ ìîìåíòîâ ïîäîáíûå ÿâíûå âû÷èñ-
ëåíèÿ ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî çàòðóäíÿåò ïîñòðîåíèå
÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ ðåøåíèé (â òîì ÷èñëå è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå).
Ìû ïðîäîëæèì íàøè ïîñòðîåíèÿ, íà÷àòûå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 10. Â äàëü-
íåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (49) ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé. Ïóñòü
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äåôåêòíûå ÷èñëà îïåðàòîðà A ðàâíû  = (A) = dimH 	H , è ! = !(A) = dimH 	H+, ãäå
; !  1.
Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû ïîëàãàåì  :=   è
uk := u
 
k ; k 2 0;    1:
Ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà ê âåêòîðàì
fukg 1k=0; fxngN 1n=0 :
Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû fukg 1k=0 óæå ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè. Â ðåçóëüòàòå ìû ïî-
ëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð âåêòîðîâ â H:
Au := fukg 1k=0 [ fu0lg 1l=0 :
Ïðè ýòîì A0 := fu0lg 1l=0 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â H 	H .
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè îïåðàòîðà A:
V = VA = (A+ iEH)(A  iEH) 1 = EH + 2i(A  iEH) 1:
Îïåðàòîð V ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H 
è îáëàñòüþ çíà÷åíèé H+. Îáîçíà÷èì
vk := V uk; k 2 0;    1:
Ñîãëàñíî (73), ìû âèäèì, ÷òî
vk =
kX
j=0
 k;jV y
 
j =
kX
j=0
 k;jy
+
j ; k 2 0;    1:
Îòìåòèì, ÷òî
A v := fvkg 1k=0
ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â H+.
Ïðèìåíèì òåïåðü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà ê âåêòîðàì
fvkg 1k=0; fxngN 1n=0 :
Ýëåìåíòû fvkg 1k=0 óæå ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè. Ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé äðóãîé îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H:
Av := fvkg 1k=0 [ fv0lg! 1l=0 :
Ìíîæåñòâî A0v := fv0lg! 1l=0 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â H 	H+.
Ïóñòü R  ïðîèçâîëüíàÿ îáîáùåííàÿ ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A. Ïðîâåðèì, ÷òî
(Rzxk; xj)H =
=
1
z2 + 1
(Rzy
 
k ; y
 
j )H  
1
z2 + 1
(xk+N ; xj)H   z
z2 + 1
(xk; xj)H ;
z 2 C+nfig; 0  k; j  N   1: (79)
Ïóñòü eA  A  ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå eH  H, òàêîé, ÷òî
P
eH
H Rz(
eA) = Rz, z 2 CnR. Òîãäà
(Rzxk; xj)H = (Rz( eA)(A  iEH) 1(A  iEH)xk; xj) eH =
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= (Rz( eA)Ri( eA)y k ; xj) eH = 1z   i((Rz( eA) Ri( eA))y k ; xj) eH =
=
1
z   i(Rz(
eA)y k ; xj) eH   1z   i(xk; xj) eH ; (80)
(Rz( eA)y k ; xj) eH = (Rz( eA)y k ; Ri( eA)y j ) eH =
= (R i( eA)Rz( eA)y k ; y j ) eH =   1i+ z ((R i( eA) Rz( eA))y k ; y j ) eH =
=   1
i+ z
(y k ; xj) eH + 1i+ z (Rzy k ; y j ) eH :
Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ (Rz( eA)y k ; xj) eH â ïðàâóþ ÷àñòü (80), ìû ïîëó÷èì ñî-
îòíîøåíèå (79).
Îáîáùåííûå ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðîâ V è A ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
(1  )R(V ) = EH + (z   i)Rz(A); z 2 C+;  = z   i
z + i
2 D: (81)
Ýòî ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ, çàïèñàííîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óíèòàðíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ U îïåðàòîðà V áåç íåíóëåâûõ íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ è åãî (îáðàòíîãî) ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Êýëè  ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà eA. Â ñëó÷àå ïëîòíî çàäàííîãî ñèììåòðè÷åñêîãî
îïåðàòîðà A íåíóëåâûå íåïîäâèæíûå ýëåìåíòû ïåðïåíäèêóëÿðíû èñõîäíîìó ïðîñòðàíñòâó è
èõ ìîæíî îòáðîñèòü, ñóçèâ òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîëüíîå óíèòàðíîå ðàñøèðåíèå äî óíèòàðíî-
ãî ðàñøèðåíèÿ U áåç íåíóëåâûõ íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ è ïîðîæäàþùåãî òó æå îáîáùåííóþ
ðåçîëüâåíòó.
Ïðè ýòîì íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå, óñòàíàâëèâàåìîå ñ ïîìîùüþ (81) ìåæ-
äó îáîáùåííûìè ðåçîëüâåíòàìè îïåðàòîðà V è îáîáùåííûìè ðåçîëüâåíòàìè îïåðàòîðà A,
âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Òîãäà
Rz(A) =
2i
z2 + 1
R z i
z+i
(V )  1
z   iEH ; z 2 C+nfig: (82)
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (82), (79) è (55), ìû ïîëó÷àåì
(Rzxk; xj)H =
2i
(z2 + 1)2
(R z i
z+i
(VA)y
 
k ; y
 
j )H  
1
(z2 + 1)(z   i)'j;k(z);
z 2 C+nfig; 0  k; j  N   1; (83)
ãäå
'j;k(z) :=  k+N;j+N   i k+N;j   i k;j+N +  k;j + (z   i) k+N;j + z(z   i) k;j =
=  k+N;j+N   i k;j+N + (z   2i) k+N;j + (z2   iz + 1) k;j; z 2 C+:
Ñîãëàñíî (83) è ôîðìóëå ×óìàêèíà äëÿ îáîáùåííûõ ðåçîëüâåíò èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðà-
òîðà, ìû ïîëó÷àåì
(Rzxk; xj)H =
2i
(z2 + 1)2
 
E   z   i
z + i
(V   z i
z+i
)
 1
y k ; y
 
j
!
H
 
  1
(z2 + 1)(z   i)'j;k(z); z 2 C+nfig; 0  k; j  N   1; (84)
ãäå  2 S(D;H 	H ; H 	H+).
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Èç (71) è (84) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëàZ
R
1
  z dmk;j() =
=
2i
(z2 + 1)2
 
E   z   i
z + i
(V   z i
z+i
)
 1
y k ; y
 
j
!
H
  1
(z2 + 1)(z   i)'j;k(z);
0  k; j  N   1; z 2 C+nfig; (85)
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè ôóíêöèÿìè  èç S(D;H 	
H ; H 	H+) è âñåìè ðåøåíèÿìè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49).
Ôîðìóëà (85) îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíîé, ÷åì ôîðìóëà (70), äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû
íåâàíëèííîâñêîãî òèïà äëÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49). Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ôîðìóëà (70) èñïîëüçóåò íåîãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, äëÿ êîòîðûõ ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì. Êðîìå òîãî, âûøå ìû ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà Ãèëüáåðòà äëÿ
ðåçîëüâåíòû ïåðåøëè â ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ê ýëåìåíòàì yk . Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû Ôðîáåíèóñà â äàëüíåéøåì ïîñòðîåíèè èñïîëüçîâàòü ëèøü
îäèí áëîê îáðàòíîé ìàòðèöû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1;() ìàòðèöó îïåðàòîðà EH   (V  ) â áàçèñå Au,  2 D. Çäåñü
 2 S(D;H 	H ; H 	H+). Òîãäà
M1;() =

A0; B0;()
C0; D0;()

;
ãäå
A0; =
 
([EH   (V  )]uk; uj)H
 1
j;k=0
=
 
(uk   V uk; uj)H
 1
j;k=0
=
= I   
 
(vk; uj)H
 1
j;k=0
; (86)
B0;() =
 
([EH   (V  )]u0k; uj)H

0j 1; 0k 1 =
=
 
(u0k   u0k; uj)H

0j 1; 0k 1 =
=    (u0k; uj)H0j 1; 0k 1 ;
C0; =
 
[EH   (V  )]uk; u0j

H

0j 1; 0k 1
=
=
 
uk   V uk; u0j

H

0j 1; 0k 1
=
=  
 
vk; u
0
j

H

0j 1; 0k 1
; (87)
D0;() =
 
[EH   (V  )]u0k; u0j

H

0j 1; 0k 1
=
=
 
u0k   u0k; u0j

H

0j 1; 0k 1
=
= I   
 
u
0
k; u
0
j

H

0j 1; 0k 1
;  2 D:
Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû A0; ; C0; ,  2 D, ìîãóò áûòü ÿâíî âû÷èñëåíû, åñëè èñïîëüçîâàòü
ñîîòíîøåíèÿ (55) è (53).
Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì F ,  2 D, ìàòðèöó îïåðàòîðà  , äåéñòâóþùåãî èç H 	 H  â
H 	H+, îòíîñèòåëüíî áàçèñîâ A0 è A0v:
F = (f(j; k))0j! 1; 0k 1;
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f(j; k) := (u
0
k; v
0
j)H :
Òîãäà
u
0
k =
! 1X
l=0
f(l; k)v
0
l; 0  k     1;
è
B0;() =  
  
! 1X
l=0
f(l; k)v
0
l; uj
!
H
!
0j 1; 0k 1
=
=  
 
! 1X
l=0
(v0l; uj)H f(l; k)
!
0j 1; 0k 1
;  2 D:
Ïîëàãàåì
W :=
 
(v0l; uj)H

0j 1; 0l! 1 : (88)
Òîãäà
B0;() =  WF ;  2 D:
Ìû ìîæåì çàïèñàòü:
D0;() = I   
  
! 1X
l=0
f(l; k)v
0
l; u
0
j
!
H
!
0j 1; 0k 1
=
= I   
 
! 1X
l=0
 
v0l; u
0
j

H
f(l; k)
!
0j 1; 0k 1
;  2 D:
Ïîëîæèì
T :=
 
v0l; u
0
j

H

0j 1; 0l! 1
: (89)
Òîãäà
D0;() = I   TF ;  2 D:
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó áëî÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ ìàòðèöûM1;():
M1;() =

A0;  WF
C0; I   TF

;  2 D;
ãäå A0; , C0; çàäàíû â (86), (87), à W , T çàäàþòñÿ â (88), (89).
Ðàññìîòðèì òåïåðü áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà EH   (V  ) îòíîñèòåëüíî ðàç-
ëîæåíèÿ H   (H 	H ):
EH   (V  ) =
 A0; B0;()
C0; D0;()

;  2 D: (90)
Êîíå÷íî, ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A0; , B0; , C0; , D0; ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè A0; , B0; , C0; , D0;
ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöà A0; ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, ïîñêîëüêó îïåðàòîð A0; = PH (EH  
V )PH  = EH    PH V PH  îáðàòèì ïðè  2 D. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:
V0 := PH V PH  :
Ìàòðèöó îïåðàòîðà V0 â áàçèñå A  ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç V:
V =
 
(vk; uj)H
 1
j;k=0
:
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè vk, uj, ýëåìåíòû ìàòðèöû V ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü
ñ ïîìîùüþ çàäàííûõ ìîìåíòîâ. Äëÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà V0 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñî-
îòíîøåíèå:
R(V0) = A 10; = EH  +
1X
k=1
V kk;  2 D:
Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö âûïîëíåíî:
A 10; = I1 +
1X
k=1
Vk
k;  2 D; (91)
ãäå
Vk := V
k; k 2 Z+; I1 = (k;l)1k;l=0:
Ïîä ñõîäèìîñòüþ â (91) ïîíèìàåòñÿ ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö.
Ôîðìóëà Ôðîáåíèóñà äëÿ îáðàùåíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ
áëî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.
Ïðåäëîæåíèå 2. ÏóñòüM  ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H, D(M) = H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà H:
H = H1 H2; (92)
ãäå H1 è H2  ïîäïðîñòðàíñòâà â H, è îïåðàòîð M èìååò ñëåäóþùåå áëî÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðàçëîæåíèÿ:
M =

A B
C D

; (93)
ãäå A = PH1MPH1: H1 7! H1; B = PH1MPH2: H2 7! H1; C = PH2MPH1: H1 7! H2; D =
PH2MPH2: H2 7! H2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, îïðå-
äåëåííûé íà âñåì H1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
(i) Åñëè îïåðàòîð H = D   CA 1B èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, îïðåäåëåííûé íà
âñåì H2, òî îïåðàòîð M èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, îïðåäåëåííûé íà âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå H, è M 1 èìååò ñëåäóþùåå áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îòíîñèòåëüíî ðàçëî-
æåíèÿ (92):
M 1 =

A 1 + A 1BH 1CA 1  A 1BH 1
 H 1CA 1 H 1

: (94)
(ii) Åñëè îïåðàòîð M èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, îïðåäåëåííûé íà âñåì H, òî îïåðà-
òîð H = D CA 1B èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, îïðåäåëåííûé íà âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå H2, à îáðàòíûé îïåðàòîð M
 1 èìååò áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (94) îòíîñèòåëüíî
ðàçëîæåíèÿ (92).
Äîêàçàòåëüñòâî. (i): â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð, çàäàâàåìûé áëî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì
â (94), îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå H è îãðàíè÷åí. Òî, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îá-
ðàòíûì ê îïåðàòîðó M , ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïåðåìíîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
áëî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðîâ.
(ii): ïðîâåðèì, ÷òî îïåðàòîð H îáðàòèì. Äåéñòâóÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò h â H2: Hh = 0. Îáîçíà÷èì u =  A 1Bh. Òîãäà
A B
0 H

u
h

= 0: (95)
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Çàìåòèì, ÷òî 
A B
0 H

=

EH1 0
 CA 1 EH2

A B
C D

;
à îïåðàòîð

EH1 0
 CA 1 EH2

èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà âñåì
H, ðàâíûé

EH1 0
CA 1 EH2

. Çíà÷èò, îïåðàòîð

A B
0 H

èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïå-
ðàòîð, îïðåäåëåííûé íà âñåì H. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (95). Èòàê, îïåðàòîð H îá-
ðàòèì. Äàëåå, ïîñêîëüêó R

A B
0 H

= H, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà eh 2 H2 íàéäóòñÿ
ýëåìåíòû u1 2 H1 è h2 2 H2, òàêèå, ÷òî:
0eh

=

A B
0 H

u1
h2

=

Au1 +Bh2
Hh2

:
Çíà÷èò, R(H) = H2. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð H 1 çàìêíóò è îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
H2, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî H 1 îãðàíè÷åí. Ïðèìåíÿÿ óæå äîêàçàííóþ ÷àñòü (i) ïðåäëîæåíèÿ,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàòíûé îïåðàòîð M 1 èìååò áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (94) îòíîñèòåëüíî
ðàçëîæåíèÿ (92). 2
Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 2, (ii) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
(EH   (V  )) 1 =
 A 10; +A 10;B0;H 1 C0;A 10; 
 

;  2 D;
ãäå çâåçäî÷êàìè  îáîçíà÷åíû áëîêè, íå ïðåäñòàâëÿþùèå äëÿ íàñ èíòåðåñà.
Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîìM2;() ìàòðèöó îïåðàòîðà (EH   (V  )) 1 â áàçèñå Au,  2 D.
Òîãäà
M2;() =

A 10; + A
 1
0;B0;(D0;   C0;A 10;B0;) 1C0;A 10; 
 

=
=

A 10;   A 10;WF(I   TF + C0;A 10;WF) 1C0;A 10; 
 

;  2 D:
Ïóñòü fujg 1j=0 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà
îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà âåêòîðîâ fy k gN 1k=0 . Çàìåòèì, ÷òî   1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ìû ïîëó÷èëè áû y k = 0, 0  k  N   1. Ñîãëàñíî (85), ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ïðîáëåìà
ìîìåíòîâ (49) îïðåäåëåííàÿ. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íàøèì ïðåäïîëîæåíèÿì. Ïîëàãàåì
H  := Linfy k gN 1k=0 = Linfujg 1j=0:
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:
J := PHH  (EH   (V  ))
 1PH
H 
;  2 D;
êàê îïåðàòîð â (êîíå÷íîìåðíîì) ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH  . Åãî ìàòðèöó â áàçèñå fujg 1j=0
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç J . Îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
J = A1;   A2;WF(I   TF + C0;A 10;WF) 1C0;A3; ;  2 D:
Çäåñü A1; ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ñòîÿùåé â ïåðâûõ  ñòðîêàõ è ïåðâûõ  ñòîëáöàõ ìàòðèöû
A 10; ; A2; ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ñòîÿùåé â ïåðâûõ  ñòðîêàõ ìàòðèöû A
 1
0; ; A3;  ìàòðèöà,
ñòîÿùàÿ â ïåðâûõ  ñòîëáöàõ ìàòðèöû A 10; .
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð èç CN â H  :
K
N 1X
n=0
cn~en =
N 1X
n=0
cny
 
n ; cn 2 C;
ãäå ~en = (n;0; n;1; : : : ; n;N 1) 2 CN . Ïóñòü K  ìàòðèöà îïåðàòîðà K îòíîñèòåëüíî îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ áàçèñîâ f~engN 1n=0 è fujg 1j=0:
K =
 
(K~ek; uj)H

0j 1; 0kN 1 =
  
y k ; uj

H

0j 1; 0kN 1 :
Èñïîëüçóÿ (85), ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òîZ
R
1
  z dmk;j() =
=
2i
(z2 + 1)2

PH
H 
[E   (V  )] 1 PHH  K~ek;K~ej

H
  1
(z2 + 1)(z   i)'j;k(z) =
=
2i
(z2 + 1)2
(KJK~ek; ~ej)CN  
1
(z2 + 1)(z   i)'j;k(z);
0  k; j  N   1; z 2 C+nfig;  = z   i
z + i
;
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè ôóíêöèÿìè  2 S(D;H 	
H ; H 	H+) è âñåìè ðåøåíèÿìè M() = (mk;j())N 1k;j=0 ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49).
Çàìåòèì, ÷òî (KJK~ek; ~ej)CN ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì â j-é ñòðîêå è k-ì ñòîëáöå ìàòðèöûM3;
îïåðàòîðà J1; := KJK â áàçèñå fengN 1n=0 . Ìû ìîæåì çàïèñàòü
M3; = KJK =
= KA1;K   KA2;WF(I + (C0;A 10;W   T )F) 1C0;A3;K;  2 D:
Ïîëàãàåì
(z) := ('j;k(z))
N 1
j;k=0; z 2 C+:
Òîãäà ñîîòíîøåíèåZ
R
1
  zdM
T () =
2i
(z2 + 1)2
KA1;K   1
(z2 + 1)(z   i)(z) 
  2i
(z2 + 1)2
KA2;WF(I + (C0;A 10;W   T )F) 1C0;A3;K;
z 2 C+nfig;  = z   i
z + i
; (96)
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè C!-çíà÷íûìè ôóíêöèÿìè
F , àíàëèòè÷åñêèìè â D, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó F  F  I, è âñåìè
ðåøåíèÿìè M() ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49). Ïîëàãàåì
A(z) = 2iKA1;K   (z + i)(z); B(z) =  2iKA2;W; (97)
C(z) = (C0;A
 1
0;W   T ); D(z) = C0;A3;K; z 2 C+nfig;  =
z   i
z + i
: (98)
Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (96) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
1
(z2 + 1)2
A(z) +
1
(z2 + 1)2
B(z)F(I +C(z)F)
 1D(z):
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Òåîðåìà 11. Ïóñòü çàäàíà ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà (49) è âûïîëíåíî
óñëîâèå (51), ñ  n èç (50). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîáëåìà ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.
Âñå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:Z
R
1
  z dM
T () =
=
1
(z2 + 1)2
A(z) +
1
(z2 + 1)2
B(z)F(z)(I +C(z)F(z))
 1D(z); z 2 C+nfig; (99)
ãäå A(z), B(z), C(z), D(z) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â C+, ìàòðè÷íîçíà÷íûìè ôóíêöèÿ-
ìè, îïðåäåëÿåìûìè ïîñðåäñòâîì (97), (98), ñî çíà÷åíèÿìè â CNN , CN!, C!, CN ñîîò-
âåòñòâåííî. Çäåñü F(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â C+, C!-çíà÷íîé ôóíêöèåé, çíà÷åíèÿ
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó F(z)F(z)  I, 8z 2 C+. Íàîáîðîò, ïðîèçâîëüíàÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ â C+, C!-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî F(z)F(z)  I, 8z 2 C+, ïî-
ðîæäàåò ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿ (99) íåêîòîðîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49). Ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó âñåìè àíàëèòè÷åñêèìè â C+, C!-çíà÷íûìè ôóíêöèÿìè, òàêèìè, ÷òî
F(z)F(z)  I, 8z 2 C+, è âñåìè ðåøåíèÿìè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (49) âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé ïåðåä ôîð-
ìóëèðîâêîé òåîðåìû. 2
Óïðàæíåíèÿ
1. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàôèêñèðîâàíû ýëåìåíòû x0; x1; x2. Èçâåñòíà ìàòðèöà
Ãðàìà ýòèõ âåêòîðîâ G2 = ((xn; xm)H)2n;m=0:
à) G2 =
0@ 1 1  11 5 1
 1 1 2
1A;
á) G2 =
0@ 5 2i+ 1 1 2i+ 1 2 1
1 1 2
1A;
â) G2 =
0@ 10 4 14 3 2
1 2 2
1A;
ã) G2 =
0@ 1 1 11 11 4
1 4 2
1A;
ä) G2 =
0@ 1 1 11 9  1
1  1 2
1A;
å) G2 =
0@ 2 2  12 6 1
 1 1 2
1A.
Ïðèìåíèòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ (îòáðà-
ñûâàÿ ëèíåéíî çàâèñèìûå âåêòîðû):
x0; x1; x2:
Ïîëó÷åííûå âåêòîðû u0; u1; u2 äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ
x0; x1; x2 ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
2. Çàäàíà óñå÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ ñî ñëåäóþùèìè ìî-
ìåíòàìè:
à) S0 = 2, S1 = 0, S2 = 0;
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á) S0 = , S1 = 2i, S2 = 0;
â) S0 = 22, S1 =  2i, S2 =  i;
ã) S0 = 
2
2
, S1 = i  2, S2 =  2 i.
Ïðîâåðèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè è óñëîâèÿ îïðåäåëåííîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ.
3. Äëÿ ïðîáëåì ìîìåíòîâ èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ îïèñàòü âñå ðåøåíèÿ.
Áèáëèîãðàôè÷åñêèå ïðèìå÷àíèÿ
1.1. Â ýòîì ïóíêòå â îñíîâíîì èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû èç ñòàòüè Ì. Ðîçåíáåðãà [57]. Íåêîòî-
ðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû âçÿòû èç ñòàòüè Ì. Ì. Ìàëàìóäà è Ñ. Ì. Ìàëà-
ìóäà [26].
1.2. Ñêàëÿðíàÿ (N = 1) óñå÷åííàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ õîðîøî èçó÷åíà.
Â 1911 ãîäó Ô. Ðèññ è Ã. Ãåðãëîòö ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìî-
ñòè ýòîé çàäà÷è (íàïðèìåð, [1]). Â ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîì ñëó÷àå (Td > 0) Ì. Ã. Êðåéí è
À. À. Íóäåëüìàí îïèñàëè êàíîíè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è [24]. Â 1966 ãîäó Ì. Å. ×óìàêèí îïè-
ñàë âñå ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîé óñå÷åííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ, èñïîëüçóÿ
ñâîè ðåçóëüòàòû ïî îáîáùåííûì ðåçîëüâåíòàì èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ (ñì. [31]).
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî N íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ðàçðåøèìîñòè óñå÷åí-
íîé ìàòðè÷íîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (äàëåå ñîêðàùåííî ÓÌÒÏÌ) äî-
êàçàíî â [36]. Â 1969 ãîäó Î. Ò. Èíèí ïîëó÷èë îïèñàíèå âñåõ ðåøåíèé ÓÌÒÏÌ âî âïîëíå
íåîïðåäåëåííîì ñëó÷àå: Td > 0 [13]. Â ñâîåé ðàáîòå îí èñïîëüçîâàë ðåçóëüòàòû òåîðèè ïñåâäî-
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðàÿ áûëà ïîñòðîåíà Ì. Ã. Êðåéíîì è Þ. Ì. Áåðåçàíñêèì [3].
ÓÌÒÏÌ òåñíî ñâÿçàíà (è â ñóùåñòâåííîì ýêâèâàëåíòíà) ñ ìàòðè÷íîé ïðîáëåìîé êîýôôèöè-
åíòîâ Êàðàòåîäîðè. Ýòà ñâÿçü îñíîâàíà íà ìàòðè÷íîì îáîáùåíèè êëàññè÷åñêîãî èíòåãðàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÐèññàÕåðãëîòöà àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â åäèíè÷íîì êðóãå, èìåþùåé
íåîòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü (ñì. [44], [51] è ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ). Â 1998 ãîäó
ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå âñåõ ðåøåíèé ïîñëåäíåé çàäà÷è îäíîâðåìåííî â íåâûðîæäåííîì
è âûðîæäåííîì ñëó÷àÿõ áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî Ã.-Í. ×åí, È.-É. Õó [44]. Â 2006 ãîäó äðóãîå
ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è îäíîâðåìåííî â íåâûðîæäåííîì è âûðîæ-
äåííîì ñëó÷àÿõ áûëî ïîëó÷åíî Á. Ôðèòöøå è Á. Êèðñòàéíîì [51]. Îäíàêî îñòàëîñü íåâû-
ÿñíåííûì, çàäàþò ëè âûøåóïîìÿíóòûå ïàðàìåòðèçàöèè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîæåñòâàìè ïàðàìåòðîâ è ðåøåíèÿìè çàäà÷è.
Â ýòîì ïóíêòå èçëàãàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, íàøè ðåçóëüòàòû èç ñòàòåé [7], [8].
1.3. Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå îïèñàíèå ðåøåíèé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â [1], [3] äëÿ íåâûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, è â [2] äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ.
Ìàòðè÷íàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà áûëà âïåðâûå ðàññìîòðåíà Ì. Ã. Êðåéíîì â 1949 ãî-
äó è èì ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è [20]. Ì. Ã. Êðåéí îïèñàë âñå ðåøåíèÿ
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ J-ìàòðèöà çàäàåò ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð ñ ìàê-
ñèìàëüíûìè äåôåêòíûìè ÷èñëàìè. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîÿâèëñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà â [21]. Â
1965 ãîäó Þ. Ì. Áåðåçàíñêèé äîêàçàë ãëàâíûé ôàêò â ýòîé òåîðèè Ì. Ã. Êðåéíà: ñõîäèìîñòü
ðÿäîâ èç ïîëèíîìîâ ïåðâîãî ðîäà, äàæå äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðíîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ [3,
ñ. 554590]. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ îïèñàíèÿ ðåøåíèé áûëè ïîëó÷åíû È. Â. Êîâà-
ëèøèíîé [14], Ï. Ëîïåñîì-Ðîäðèãåñîì [55], è Þ. Ì. Äþêàðåâûì [5]. Ïðè óñëîâèè ñòðîãîé
ïîçèòèâíîñòè  n  nI(n+1)N , n > 0 8n 2 Z+, îïåðàòîðíàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ãàìáóðãå-
ðà èçó÷àëàñü Ã. Ì. Èëüìóøêèíûì è Å. Ë. Àëåêñàíäðîâûì â [10], [11]. Îäíàêî ïðåäëîæåííîå
èìè äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Íåâàíëèííû íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïîëíûì, ïîñêîëüêó ôîðìóëà, ñâÿ-
çûâàþùàÿ ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà è ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû ìîìåíòîâ, áûëà ñôîðìóëèðîâàíà áåç äîêàçàòåëüñòâà â [11] (ñì. ôîðìóëó (2.3)) è
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öèòèðóåìûõ ñòàòüÿõ [10, Òåîðåìà 2], [9, Òåîðåìà 1]. Êðîìå òîãî, òàêæå áåç äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäàëîñü, ÷òî ôîðìóëà îñòàåòñÿ âåðíîé è â îáùåì ñëó÷àå [10, ñ. 7778].
Ïî-âèäèìîìó, ïåðâîå îïèñàíèå âñåõ ðåøåíèé îïåðàòîðíîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà
áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé áûëî äàíî À. ß. Õåéôåöîì â ðàáîòå [54]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ýòîãî îïèñàíèÿ èñïîëüçîâàëàñü õîðîøî èçâåñòíàÿ àáñòðàêòíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à,
àâòîðàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ Â. Ý. Êàöíåëüñîí, À. ß. Õåéôåö è Ï. Ì. Þäèöêèé. Îïèñàíèå
ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ôîðìóëó, èìåþùóþ áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ÷åì ôîðìóëà
Íåâàíëèííû.
Ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (A),(B) â òåîðåìå 10 ïî ñóòè ïðèíàäëåæèò Ì. Ã. Êðåéíó [20,
ñ. 58] (ñì. òàêæå [21, Òåîðåìà 3]). Íåêîòîðûé ìåòîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåôåêòíûõ ÷èñåë è ñîîò-
âåòñòâóþùèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû
ìîìåíòîâ áûëè òàêæå ïðåäëîæåíû Ì. Ã. Êðåéíîì â [20, ñ. 58]. Íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà áûëè äàíû Õ. Áåðãîì
â [40, Òåîðåìà 3.6, Ñëåäñòâèå 3.7]. Ñâÿçü ìåæäó îáîáùåííûìè ðåçîëüâåíòàìè èçîìåòðè÷å-
ñêîãî îïåðàòîðà è åãî îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè áûëà óñòàíîâëåíà â ñòàòüå Ì. Å. ×ó-
ìàêèíà [30]. Â äàííîì ïóíêòå èçëîæåíû íàøè ðåçóëüòàòû èç ñòàòåé [64], [65].
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